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La manipulacio´n o´ptica ultra-ra´pida y las espectroscop´ıas resueltas en tiempo han
avanzado notablemente a lo largo de los u´ltimos an˜os, permitiendo el estudio expe-
rimental de sistemas fuera de equilibrio en escalas de tiempo ultra-cortas (∼ fs). Si-
multa´neamente, la bu´squeda de estados topolo´gicos de la materia ha sido de gran
intere´s en la f´ısica de la materia condensada desde el descubrimiento de los aislantes
topolo´gicos.
Combinando estos dos campos, esta tesis tiene como objetivo estudiar materiales de
tipo grafeno, donde el acoplamiento de los grados de libertad electro´nicos con un campo
electromagne´tico externo produce la aparicio´n de propiedades topolo´gicas de intere´s.
Los materiales donde una excitacio´n continua de frecuencia bien definida produce la
aparicio´n de estados de borde clasificados por invariantes topolo´gicos (como los nu´meros
de Chern) se conocen como aislantes topolo´gicos de Floquet (FTIs). La periodicidad
temporal permite, en el marco de la teor´ıa de Floquet, comprender la presencia de
estados coherentes luz-materia con un determinado espectro de cuasi-energ´ıas. En el
mismo se generan brechas prohibidas en las regiones irradiadas con luz circularmente
polarizada al romper la simetr´ıa de inversio´n temporal.
Las preguntas que surgen naturalmente, a las que intentaremos dar respuesta en
esta tesis, esta´n relacionadas a cua´nto se puede extender o tomar prestado de los con-
ceptos de topolog´ıa de un FTI perturbado en forma estacionaria cuando la excitacio´n
es reemplazada por un pulso corto (de una duracio´n de unos pocos per´ıodos asociados
a la frecuencia del foto´n incidente). En este trabajo se estudian en particular la te´cnica
de fotoemisio´n resuelta tanto en tiempo como angularmente (tr-ARPES) y se realizan
ca´lculos de respuesta Hall en este tipo de sistemas. A trave´s de las simulaciones de
fotoemisio´n se estudia la posibilidad de detectar tanto el espectro de cuasi-energ´ıas de
Floquet como los cambios en la topolog´ıa inducidos por la radiacio´n. Se encuentra que
la distribucio´n de intensidades de los electrones foto-emitidos posee informacio´n de la
estructura topolo´gica de las fuciones de onda perturbadas. Asimismo, los ca´lculos de
conductividad Hall demuestran que la misma no se encuentra cuantizada y su relacio´n
a los invariantes topolo´gicos no es directa. Au´n as´ı, las componentes de Fourier de la
respuesta transversal generada por el pulso se encuentran en correspondencia con el
iv
vespectro de Floquet calculado en forma estacionaria. Por otro lado, se estudia el valor
medio de esta magnitud y su relacio´n a las poblaciones en las bandas de Floquet y a
los nu´meros de Chern asociados a las mismas.
Palabras clave: TEORI´A DE FLOQUET, AISLANTES TOPOLO´GICOS, GRA-
FENO, ESPECTROSCOPI´A ULTRA-RA´PIDA, TR-ARPES, CONDUCTIVIDAD HALL.
Abstract
Ultra-fast optical manipulation and time-resolved spectroscopies have had a re-
markable progress over the last few years, allowing the experimental study of out of
equilibrium systems in femto-second time scales. At the same time, the quest for novel
topological states of matter triggered enormous research activity in condensed matter
physics since the discovery of topological insulators.
Merging these two fields, this thesis focuses on the study of graphene-like systems
where the coupling of the electronic degrees of freedom with an external electromagnetic
field induces topological properties of interest. Materials where a continuous laser
driving of well defined frequency produces the appearance of edge states classified by
topological invariants (like Chern numbers) are known as Floquet topological insulators
(FTIs). Temporal periodicity allows, in a Floquet theory scheme, the understanding
of coherent light-matter states with a quasi-static band structure. Regions irradiated
with circularly polarized laser acquire non-equilibrium energy gaps, product of broken
time reversal symmetry.
Natural follow-up questions, which we will try to give an answer to, are related to
what concepts of FTI’s topology can be borrowed or extended when continuous-wave
driving is replaced by a short laser pulse (with a typical duration of a few periods
associated with the incident photon energy). In this work we study both time-resolved
and angle-resolved photoemission spectroscopy (tr-ARPES) and the bulk Hall response
of these systems. Through the photoemission simulations we study the possibility
of detecting the quasi-energy Floquet spectrum and changes of topology induced by
the radiation field. We find that the photo-electrons intensity distribution possesses
information on the topology of the out of equilibrium wavefunctions. Likewise, the
Hall conductance calculations show that this quantity is not quantized and it’s not
directly related to topological invariants. Nevertheless, the Fourier components of the
transverse response generated by the pulse are in correspondence with the stationary
Floquet spectrum. On the other hand, we study the mean value of this magnitude and
it’s relation to population of the Floquet bands and to the Chern numbers associated
with them.
Keywords: FLOQUET THEORY, TOPOLOGICAL INSULATORS, GRAPHENE,




“Forever is composed of nows.”
— Emily Dickinson.
Las fases topolo´gicas de la materia poseen muchas caracter´ısticas llamativas, des-
de la cuantizacio´n precisa de ciertas propiedades macrosco´picas, hasta la aparicio´n de
excitaciones fraccionarias y estados de borde quirales [1, 2]. Una clase importante de
sistemas topolo´gicos son los llamados aislantes de Chern (TI) [3]. Los TI, al igual que
los aislantes ordinarios, poseen una brecha (gap) de energ´ıa separando la u´ltima banda
electro´nica ocupada de la primer banda desocupada. Sin embargo, la superficie o borde
de un aislante topolo´gico necesariamente presenta estados que cruzan el gap, protegi-
dos por simetr´ıa de inversio´n temporal. La relacio´n entre la estructura topolo´gica del
volumen (bulk) del material y los estados de borde se conoce como correspondencia
bulk-boundary. La misma se encuentra de manifiesto en la estructura de las funciones
de onda del bulk, ya que a partir de las mismas se pueden construir invariantes to-
polo´gicos (como el nu´mero de Chern) que dan cuenta de la cantidad de estados de
superficie en la interfaz de un TI. Una caracter´ıstica notable de los mismos es la exis-
tencia de conductividad Hall incluso en ausencia de un campo magne´tico externo. El
modelo de Haldane [4] es un ejemplo famoso de los mismos, que considera un semime-
tal bidimensional en forma de panal de abejas. En el mismo hay una degeneracio´n en
puntos aislados de la zona de Brillouin entre el tope de la banda de valencia y el fondo
de la banda de conduccio´n, producto de la presencia tanto de simetr´ıa de inversio´n
espacial como temporal (degeneracio´n de Kramer). La ruptura de esta u´ltima simetr´ıa
es esencial para la presencia del efecto Hall cua´ntico, y en su trabajo propone hacer-
lo agregando una densidad de flujo magne´tico local en direccio´n normal al plano del
sistema con la misma simetr´ıa de la red y con flujo neto nulo en la celda unidad. Una
forma de conseguir este efecto es a trave´s de la perturbacio´n del sistema con luz la´ser
circularmente polarizada. Los TI inducidos por perturbaciones perio´dicas en el tiempo
son llamados aislantes topolo´gicos de Floquet (FTI). El campo de los FTI ha crecido
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2notablemente en los u´ltimos an˜os debido a que se han logrado medir sus propiedades
tanto en redes de a´tomos fr´ıos [5], grafeno [6] y fermiones de Dirac en la superficie de
TI tridimensionales bajo irradiacio´n externa [7], como tambie´n as´ı en arreglos de gu´ıas
de onda foto´nicas [8].
Si bien a temperatura cero la correspondencia directa entre el nu´mero de Chern del
estado fundamental, la conductividad Hall y los estados quirales de borde esta´ bien
establecida, muy poco se sabe respecto a su respuesta dina´mica ante perturbaciones
globales y dependientes del tiempo. Este aspecto es de relevancia en una variedad de
contextos, desde la evolucio´n temporal y la manipulacio´n controlada de la preparacio´n
de fases topolo´gicas, hasta la dina´mica de las mismas al ser acopladas con un ban˜o
externo [9]. En estados te´rmicos lejos del equilibrio las propiedades topolo´gicas de
un hamiltoniano dependiente del tiempo y esta misma fase pueden no tener lugar y su
relacio´n a observables es todav´ıa un tema abierto de discusio´n [10–15]. Estos escenarios
de no-equilibrio son los que generalmente ocurren en los experimentos actuales de
a´tomos fr´ıos [16–20], donde a partir de un estado inicial topolo´gicamente trivial el
Hamiltoniano es perturbado hacia un re´gimen de para´metros donde se esperan obtener
propiedades topolo´gicas, atravesando una transicio´n de fase. Sin embargo, es sabido
que el nu´mero de Chern, aquel que caracteriza la topolog´ıa del estado de equilibrio,
se mantiene constante bajo una dina´mica unitaria y coherente [21]. Esta aparente
contradiccio´n inmediantamente genera el desaf´ıo de entender que´ manifestaciones de
la topolog´ıa pueden ser observadas en sistemas sometidos a perturbaciones pulsadas,
donde no necesariamente se sigue en forma adiaba´tica al estado fundamental de la
fase topolo´gica. El entendimiento del impacto de la topolog´ıa en la respuesta fuera del
equilibrio es crucial para desarrollos futuros y es la motivacio´n principal del presente
trabajo.
Si bien los aislantes topolo´gicos de Floquet fueron ya bien estudiados teo´ricamente
al estar sujetos a una radiacio´n monocroma´tica estacionaria en el tiempo [22–24], se
han realizado muy pocos estudios detallados de estos sistemas al ser perturbados con
pulsos ultra-cortos realistas y posibles de realizar en experimentos. El objetivo de este
trabajo es as´ı abordar el estudio de espectroscop´ıas que constan de la excitacio´n del
sistema hacia un estado fuera de equilibrio con un correspondiente sondeo del estado
dina´mico generado (pump & probe).
En particular, se comienza por estudiar la fotoemisio´n resuelta angularmente y en
tiempo (tr-ARPES), consistente en la extraccio´n de electrones en estados ligados del
material a trave´s de pulsos la´ser de un ancho temporal del orden ∼ fs y el posterior
estudio de su energ´ıa e impulso. Esta te´cnica ha demostrado ser muy poderosa para
medir relaciones de dispersio´n, dina´mica de cuasi-part´ıculas [25] e incluso la naturaleza
quiral de los estados electro´nicos de grafeno y multicapas de este material [26]. Sin
embargo, no se ha reportado hasta el momento la posibilidad de obtener informacio´n
3de la curvatura de Berry y su integral en la primera zona de Brillouin, asociada al
nu´mero de Chern, como una medida de la topolog´ıa de estos sistemas.
Por otro lado, se estudia la respuesta Hall dina´mica generada a partir de perturba-
ciones dependientes del tiempo en sistemas de tipo grafeno utilizando teor´ıa de respues-
ta lineal. Si bien todav´ıa no se han publicado resultados experimentales de transporte
en FTIs, en un trabajo reciente han observado corrientes inducidas en grafeno median-
te pulsos ulta-cortos [27]. A pesar de que en este experimento no es posible obtener
informacio´n acerca de la topolog´ıa, representa un avance en las te´cnicas necesarias para
la deteccio´n experimental de corrientes Hall. Desde el punto de vista teo´rico existen
numerosos trabajos que estudian esta respuesta en el caso estacionario [28, 29] o con
un protocolo de encendido su´bito de la perturbacio´n [12, 30]. Sin embargo se reportan
en la mayor´ıa de los casos u´nicamente valores medios a tiempos suficientemente largos,
sin entrar en el detalle de la dina´mica existente en los tiempos de duracio´n t´ıpicos de
un pulso.
As´ı, con el desaf´ıo de avanzar en el entendimiento y manejo de sistemas topolo´gica-
mente no triviales y la posibilidad de su estudio a trave´s de espectroscop´ıas resueltas
en tiempo, esta tesis se organiza de la siguiente manera: en el cap´ıtulo 2 se presenta
una introduccio´n a los FTI y al formalismo de Floquet-Bloch para abordar el problema
de una perturbacio´n perio´dica en el hamiltoniano. En el cap´ıtulo 3 se describe la teor´ıa
de la fotoemisio´n resuelta en tiempo en sistemas de no-equilibrio generados por una
perturbacio´n pulsada y su aplicacio´n a los casos de estudio. En el cap´ıtulo 4 se presenta
la teor´ıa y los resultados obtenidos para la respuesta Hall dina´mica ante perturbaciones
dependientes del tiempo. Por u´ltimo, en el cap´ıtulo 5 se presentan las conclusiones de
la tesis.
Cap´ıtulo 2
Formalismo de Floquet-Bloch en
sistemas topolo´gicamente no
triviales.
“It’s so easy when you know the lyrics.”
— Ella Fitzgerald.
En este cap´ıtulo se abordan las nociones teo´ricas necesarias para comprender la
respuesta de un sistema ante una perturbacio´n perio´dica de frecuencia angular Ω esta-
blecida de forma estacionaria, de forma tal que el hamiltoniano Hˆ(t) = Hˆ(t+ T ), con
T = 2pi
Ω
. Se introduce tambie´n el formalismo de dos tiempos, utilizado para comprender
la evolucio´n de la funcio´n de onda en casos donde existen dos escalas temporales bien
definidas en la perturbacio´n, una de ellas con determinada periodicidad temporal. Por
otro lado, se presentan brevemente los to´picos y definiciones asociadas a los materiales
con topolog´ıa no trivial, con su correspondiente aplicacio´n a los casos de estudio.
2.1. Teorema de Floquet-Bloch: perturbaciones pe-
rio´dicas.
Para comprender co´mo un potencial perio´dico en el tiempo afecta a los grados de
libertad electro´nicos de un sistema es u´til recordar el formalismo de Bloch en un so´lido
con periodicidad espacial. Es bien sabido que un electro´n en un cristal se encuentra
sujeto a un potencial con la periodidad de la red de Bravais subyacente, es decir,
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donde uk(r) = uk(r + R) es una funcio´n estrictamente perio´dica y por tanto puede
ser descompuesta en serie de Fourier a trave´s de los vectores de la red rec´ıproca G.
Esta forma de expresar a la funcio´n de onda enfatiza la relacio´n conjugada existente
entre r y el cuasi-impulso cristalino k. En los bordes de la zona de Brillouin los estados
de Bloch se mezclan generando la presencia de brechas en la relacio´n de dispersio´n
electro´nica, cuya magnitud se encuentra caracterizada por la escala de energ´ıa del
potencial perio´dico.
El teorema de Bloch esbozado aqu´ı es el ana´logo al teorema de Floquet, utilizado
para resolver un Hamiltoniano dependiente del tiempo que cuenta con periodicidad
temporal. El teorema de Floquet garantiza la existencia de un conjunto de soluciones
de la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente del tiempo de la forma
|ψα(t)〉 = e−i εαt~ |φα(t)〉 , (2.2)
donde |φα(t)〉 = |φα(t+ T )〉 son los modos de Floquet y εα son lo que se conoce por
cuasi-energ´ıas. Los modos |φα(t)〉 y einΩt |φα(t)〉 corresponden al mismo estado f´ısico,
pero con cuasi-energ´ıas que difieren en n~Ω. Esta equivalencia es ana´loga a la existente
entre estados de Bloch con un cuasi-impulso cristalino k que difieren en un vector G
de la red rec´ıproca.
El formalismo de Floquet permite resolver el problema dependiente del tiempo
trabajando con un hamiltoniano efectivo independiente del tiempo y de dimensio´n
infinita que incorpora el acoplamiento de la excitacio´n con el sistema en estudio. Este
espacio de mayor dimensio´n esta´ definido como el producto directo del espacio de
Hilbert usual y el de las funciones con periodicidad 2pi
Ω
temporal, es decir H⊗L2(0, T ).
Los estados de Floquet son soluciones de la ecuacio´n
HˆF |φα(t)〉 = εα |φα(t)〉 , (2.3)
donde HˆF = Hˆ−i~∂t es el hamiltoniano de Floquet. Expandiendo el estado de Floquet










donde la suma primada indica que se excluye el te´rmino de l = 0, es decir, el te´rmino
del hamiltoniano independiente del tiempo que se denota como Hˆ0. Es posible de esta
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forma obtener un conjunto de infinitas ecuaciones acopladas para estas componentes,




∣∣uαn−l〉 = εα |uαn〉 , (2.5)










. . . H0 + 2~ΩI H1 H2 H3 H4 . . .
. . . H−1 H0 + ~ΩI H1 H2 H3 . . .
. . . H−2 H−1 H0 H1 H2 . . .
. . . H−3 H−2 H−1 H0 − ~ΩI H1 . . .










Notar que en la base de las componentes de Fourier |uαn〉 el problema es inde-
pendiente del tiempo y toma la forma de infinitas re´plicas de Floquet desplazadas
diagonalmente en n~Ω y acopladas con el campo de radiacio´n a trave´s de todos sus
armo´nicos. Los estados con diferente n interactu´an generando la aparicio´n de gaps
dina´micos en los bordes de zona del espectro de cuasi-energ´ıas, ana´logos a las brechas
prohibidas existentes en la relacio´n de dispersio´n de un cristal debidas al potencial
perio´dico espacial.
2.2. Formalismo de dos tiempos: perturbaciones pul-
sadas.
En el caso de un sistema sujeto a radiacio´n monocroma´tica de amplitud cons-
tante con una frecuencia Ω bien definida se conocen soluciones para la ecuacio´n de
Schro¨dinger dependiente del tiempo a trave´s del formalismo de Floquet. No es este el
caso si la envolvente de la perturbacio´n perio´dica posee una forma funcional no trivial
en el tiempo, como el caso de un pulso electromagne´tico. En general, no se conocen so-
luciones anal´ıticas para la evolucio´n temporal de las funciones de onda sometidas a una
perturbacio´n pulsada en el tiempo, siendo au´n un asunto de intere´s en la actualidad
[31].
Interesa encontrar entonces un formalismo que permita tratar en forma indepen-
diente a distintas escalas temporales presentes en Hk(t) = Hk[A(τ),Ωt], donde se
denota A(τ) a la amplitud del pulso de radiacio´n y se introduce una nueva variable de
evolucio´n τ para indicar el tiempo lento. De esta forma, el hamiltoniano sigue presen-
tado periodicidad en el tiempo t, que denominaremos de aqu´ı en ma´s tiempo ra´pido.
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La ecuacio´n de Schro¨dinger extendida consistente con las dos variables temporales esta´
dada por [32, 33]
(Hk(τ, t)− i~∂t)|ψ(τ, t)〉〉 = HF (τ, t)|ψ(τ, t)〉〉 = i~∂τ |ψ(τ, t)〉〉, (2.7)
donde |ψ(τ, t)〉〉 es una funcio´n de onda de dos tiempos y el s´ımbolo de |...〉〉 indica que





〈ψα(τ, t)|ψβ(τ, t)〉dt. (2.8)
Es importante notar que el producto interno definido tiene sentido u´nicamente si la
dina´mica asociada a τ ocurre en una escala temporal lenta comparada con el per´ıodo
de la excitacio´n T. En principio, los estados y los operadores que dependen de τ se
modifican a lo largo del tiempo de integracio´n de t. Sin embargo, al tratar ambas escalas
como independientes, se esta´ ignorando la evolucio´n en el tiempo lento a lo largo de
un per´ıodo de la perturbacio´n externa.
No´tese que el tiempo f´ısico, y por tanto la funcio´n de onda f´ısica, se recupera si




i~∂t|ψ(t)〉 = i~∂t|ψ(τ, t)〉〉
∣∣∣
τ=t






+ (Hk(t)− i~∂t)|ψ(τ, t)〉〉
∣∣∣
τ=t
= Hk(t) |ψ(t)〉 ,
(2.9)
donde en la segunda igualdad de la Ec. (2.9) se utilizo´ la Ec. (2.7). Este formalismo
es de relevancia en casos donde se puede tratar adiaba´ticamente la evolucio´n en el
tiempo lento. El hamiltoniano de Floquet HF (τ, t) es aquel que gobierna la evolucio´n
del tiempo τ , y por tanto la base adiaba´tica se corresponde con las autofunciones de
este operador:
HF (τ, t)|φα(τ, t)〉〉 = εα(τ)|φα(τ, t)〉〉. (2.10)
En el l´ımite adiaba´tico total se pueden conocer anal´ıticamente los estados evoluciona-
dos, siendo los mismos los estados instanta´neos de Floquet con su correspondiente fase
dina´mica y geome´trica [34]
|ψα(τ, t)〉〉 = e− i~
∫ τ εα(τ ′)dτ ′e−iγ(τ)|φα(τ, t)〉〉, (2.11)
γ(τ) = −i
∫ τ
〈〈φα(τ ′)|∂τ ′φα(τ ′)〉〉dτ ′
Si se incluyeran correcciones adiaba´ticas a primer orden se obtiene el resultado
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usual de la meca´nica cua´ntica en este espacio extendido:
|ψα(τ, t)〉〉 ≈ e− i~








donde la diferencia de cuasi-energ´ıas instanta´neas se encuentra restringida a una zona
de Floquet determinada, siendo plausible de elegir particularmente entre −~Ω/2 y
~Ω/2.
Se entiende luego que si los efectos del pulso electromagne´tico fueran completamen-
te adiaba´ticos en todo el espectro la base de Floquet ser´ıa aquella que describe con
fidelidad la respuesta temporal de los estados evolucionados. Para el tipo de pulsos
accesibles experimentalmente (∼ fs), si bien es cierto que este es el caso para muchos
estados k de la zona de Brillouin, dista de ser una visio´n realista para aquellos resonan-
tes con la radiacio´n. En el espectro instanta´neo de cuasi-energ´ıas se inducen y eliminan
degeneraciones a lo largo del pulso, haciendo que los efectos de tunneling entre estados
de Floquet sean relevantes.
Supongamos entonces que queremos describir la dina´mica de la funcio´n de onda de





introduciendo esta descomposicio´n en la Ec. (2.7) encontramos un conjunto de ecua-


















e−ilΩtHk(τ, t)dt son las componentes de Fourier del hamilto-
niano original. Este conjunto de ecuaciones se puede escribir matricialmente como








. . . H0 + 2~ΩI H(1)(τ) H(2)(τ) H(3)(τ) H(4)(τ) . . .
. . . H(−1)(τ) H0 + ~ΩI H(1)(τ) H(2)(τ) H(3)(τ) . . .
. . . H(−2)(τ) H(−1)(τ) H0 H(1)(τ) H(2)(τ) . . .
. . . H(−3)(τ) H(−2)(τ) H(−1)(τ) H0 − ~ΩI H(1)(τ) . . .





























Formalmente, definiendo al vector χ¯(τ) como aquel con componentes χn(τ), su evolu-
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cio´n esta´ dada por
|χ¯(τ)〉 = U∞F (τ, τ0) |χ¯(τ0)〉











donde T es el operador de orden temporal.
2.3. Sistemas topolo´gicamente no triviales.
Los sistemas topolo´gicos esta´n caracterizados por una correspondencia entre sus
propiedades de volumen (bulk) y su borde, dadas por un nu´mero entero conocido como
el invariante de Chern. E´ste puede ser entendido f´ısicamente en te´rminos de la fase de
Berry asociada a las funciones de onda de Bloch en un so´lido |um(k)〉. Es bien conocido
que al evolucionar un estado caracterizado por su cuasi-impulso k en un lazo cerrado
en el espacio de fases del sistema, el estado adquiere una fase de Berry dada por la
integral de l´ınea de Am = i 〈um| ∇k |um〉, conocida como la conexio´n de Berry [35]. La
misma puede ser expresada a trave´s de una integral de superficie de la curvatura de
Berry Fm = ∇ × Am. El invariante de Chern es el flujo total de Berry en la zona de





En el caso de hamiltonianos de dos niveles, que admiten una descripcio´n de la forma
Hk = hk ·σ, el flujo de Berry se encuentra relacionado al a´ngulo so´lido subtendido por




d2k(∂kxhˆ× ∂ky hˆ) · hˆ. (2.18)
Esta integral cuenta el nu´mero de veces que el versor hˆ envuelve la esfera unidad.
Notar que si hz = 0 el versor se encuentra siempre en el plano del ecuador de la esfera,
generando una curvatura de la fase de Berry F zm y un Chern trivialmente nulos.
Existen sistemas que presentan cara´cter topolo´gico, es decir, un Chern no trivial,
solamente en forma dina´mica. Un caso particular es el del grafeno, cuya simetr´ıa de
inversio´n temporal y espacial en el equilibrio garantiza una curvatura de Berry es-
trictamente nula en cada punto de la zona de Brillouin. En este trabajo se tratan en
particular los aislantes topolo´gicos de Floquet (FTIs). En los mismos, la presencia de
una perturbacio´n perio´dica en el tiempo modifica los elementos de matriz de salto
electro´nicos del material irradiado de forma tal de imitar un flujo magne´tico [28]. Si
bien los hamiltonianos dependientes del tiempo no conservan la energ´ıa, en el caso
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particular de la presencia de cierta periodicidad en los mismos es posible definir un
espectro de cuasi-energ´ıas con el formalismo de Floquet discutido anteriormente. En
este lenguaje, los FTIs presentan un espectro de bandas de Floquet con una curvatura
de Berry no nula y un dado nu´mero de Chern, generando por tanto la presencia de
estados de borde en geometr´ıas confinadas [23, 36, 37].
2.4. El problema de la monocapa de grafeno irra-
diada.
Figura 2.1: (a) Esquema de la red hexagonal del grafeno donde se indican los sitios de la
subred A y de la subred B. (b) Esquema de la primera zona de Brillouin, donde se indican los
puntos Γ, K y K′.
El grafeno es un alo´tropo del carbono constituido por una la´mina de a´tomos de este
elemento con hibridacio´n sp2 formando una red hexagonal bidimensional (ver Fig. 2.1).
Esta red, en forma de panal de abejas, puede ser descripta a trave´s de dos subredes
triangulares A y B de forma tal que su celda unidad se encuentra compuesta por dos
a´tomos. La distancia entre carbonos es del orden de a = 1,42 A˚. Los tres orbitales
resultantes de la hibridacio´n yacen en un mismo plano formando enlaces de tipo σ en
un a´ngulo de 120◦ mientras que el orbital 2pz restante se encuentra ortogonal a e´stos
conformando los llamados enlaces pi. Estos u´ltimos son los que determinan la estructura
de bandas de este material. Sus estados electro´nicos pueden ser descriptos utilizando
un modelo simple de electrones fuertemente ligados1 a primeros vecinos, dando lugar
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donde t ' 2,7 eV es el elemento de matriz de salto, los operadores ak y bk son operadores
de destruccio´n fermio´nicos correspondientes a las subredes A y B respectivamente y
Φ(k) = e−ik·~δ1 + e−ik·~δ2 + e−ik·~δ3 , con ~δ1 = (0, a) y ~δ2,3 = a2(±
√
3,−1). La estructura de
bandas resultante (E± = ±t|Φ(k)|) se muestra en la Fig. 2.2. Como se puede observar
existen ciertos puntos en la primera zona de Brillouin donde el gap entre las bandas se
cierra en forma co´nica. Realizando una aproximacio´n del hamiltoniano Hˆk alrededor
Figura 2.2: Relacio´n de dispersio´n de una monocapa de grafeno. Se muestra una ampliacio´n
del cono de Dirac centrado en K′.








donde ξ = ±1 indica el cono K y el
K′ respectivamente [ver Fig. 2.1(b)], es posible expresarlo en te´rminos de las matrices
de Pauli como
Hˆkξ = ~ vf (ξkx, ky) · σ = vf (ξpx, py) · σ, (2.20)
donde vf =
3ta
2~ se conoce como la velocidad de Fermi, con un valor caracter´ıstico de
∼ 106 m
s
, y σ = (σx, σy) describe el grado de libertad de pseudo-esp´ın generado por la
presencia de las dos subredes A y B. La relacio´n de dispersio´n de este hamiltoniano es
lineal (E± = ±~vf |k|), tomando la forma del llamado cono de Dirac. Los autovectores








donde θk es el a´ngulo que forma el cuasi-impulso con el eje x.
El acoplamiento de este sistema con el campo electromagne´tico se puede realizar
mediante la sustitucio´n de Peierls (p → p + eA
c
). Tomando de aqu´ı en ma´s c = 1, se
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llega a la siguiente expresio´n para el hamiltoniano electro´nico perturbado





es el momento cano´nico conjugado del sistema
irradiado.
El potencial vector se define como A(t) = <[A0eiΩt], donde la envolvente del pulso
toma una forma constante para ser consistente con el formalismo de Floquet y esta´
dada por A0 = A0[xˆ − i tg(χ)yˆ] siendo la tg(χ) aquella que define la elipticidad de
su polarizacio´n. El desarrollo de Hˆkξ(t) en te´rminos de sus componentes de Fourier se
expresa entonces como
















. . . vfΠξ · σ + ~ΩI e vf A0ξσ−ξ(χ) 0 . . .
. . . e vf A0ξσξ(χ) vfΠξ · σ e vf A0ξσ−ξ(χ) . . .








Notar que el acoplamiento con el campo de radiacio´n se da u´nicamente a trave´s de
los primeros armo´nicos, es decir, ∆n = ± 1. La mezcla entre re´plicas de Floquet se
produce a trave´s de las matrices de la diagonal superior (Vˆξ(χ) = evfA0ξσ−ξ) e inferior
(Vˆ†ξ (χ) = evfA0σξ). En la Fig. 2.3 se indican las autoenerg´ıas asociadas a H˜F en el cono
K calculadas con un nu´mero finito de re´plicas en el caso de radiacio´n circularmente
polarizada (χ = pi
4
). Se muestra el espectro obtenido para una radiacio´n incidente
de ~Ω = 400 meV y un campo tal que evfA0 = 140 meV. El intere´s en el caso
de polarizacio´n circular se debe a la ruptura de simetr´ıa de inversio´n temporal en el
grafeno, brindando la posibilidad de generar gaps en el espectro de cuasi-energ´ıas de
Floquet cada vez que hay un anticruce entre bandas. Notar que existe una jerarqu´ıa
determinada en el orden de magnitud de los gaps generados. En particular, en el cuasi-
impulso de resonancia k0 =
Ω
2vf
, las autoenerg´ıas ~Ω − ~vf |k| y ~vf |k| se vuelven
degeneradas, haciendo que un valor finitio de amplitud A0 mezcle estas re´plicas en su
anticruce. Resolviendo el problema de Floquet en el subespacio de estas dos bandas
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Figura 2.3: Dispersio´n de cuasi-energ´ıas de Floquet en el esquema de zona extendida calculadas
con un nu´mero finito de re´plicas y un campo de radiacio´n circularmente polarizado a lo largo de
la direccio´n kx. Se indica la primera zona de Floquet (FFZ). Se esquematiza en el panel derecho el
acoplamiento entre las mismas a trave´s de las componentes de Fourier de la perturbacio´n:H1(A)
y H−1(A), que generan la absorcio´n y emisio´n de fotones.












donde η = evFA0~Ω es el para´metro adimensional que indica si el acoplamiento es fuerte
o de´bil. En el l´ımite de acoplamiento de´bil el gap es de evfA0, lineal con el campo
de radiacio´n. Las autofunciones de Floquet que surgen de considerar u´nicamente los













































1−k/k0 . Un ca´lculo de la curvatura en cada valle con esta aproximacio´n
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En este caso hay un estado de borde que cruza el gap dina´mico en cada valle (ver Fig.
2.4) y el mismo se ve reflejado en el ca´lculo del invariante topolo´gico en el subespacio
donde se produce la degeneracio´n de las re´plicas.
Alrededor de los conos Kξ se observa la aparicio´n de un gap ma´s pequen˜o. Para
considerar el problema alrededor de k = 0 es necesario considerar el acoplamiento
tanto con la re´plica de n = 1 como con la de n = −1, conservando la simetr´ıa electro´n-
hueco del problema. Al orden ma´s bajo, el hamiltoniano de Floquet alrededor de los







donde ∆˜ξ = −ξ (evfA0)
2
~Ω . Notar que en este caso aparece un gap que presenta depen-
dencia cuadra´tica de valor 2
(evfA0)
2
~Ω , haciendo que el hamiltoniano de Dirac adquiera
un te´rmino de masa ∆˜ξ —proporcional a σz— con distinto signo en cada uno de los
conos. Si bien los sitios de la subred A y B son equivalentes en el sistema sin perturbar,
la radiacio´n circularmente polarizada rompe esta simetr´ıa. Teniendo en cuenta en esta




, es posible calcular la
contribucio´n al Chern proveniente de ambos conos. Teniendo en cuenta la Ec. (2.18)
se encuentra que












No´tese que el flujo de la curvatura de Berry Fξ en ambos valles deja de ser trivial en
el sistema irradiado y, al sumar sobre los mismos, la contribucio´n al Chern total es no
nula, siendo
∑
ξ Cξ = 1.
En la Fig. 2.4, obtenida de la Ref. [23], se muestra un mapa de color de la densidad
de estados local ρ(ε,k) proyectada en varios sitios cerca del borde de una superficie
semi-infinita de grafeno como funcio´n de ky. Se observa la aparicio´n de los estados de
borde que cruzan los diferentes gaps del espectro de cuasi-energ´ıas. Los dos estados del
gap dina´mico tienen la quiralidad opuesta a aquel que se presenta en el punto de Dirac,
efecto reflejado en la diferencia de signo de las contribuciones al Chern de ambos gaps.
El caso de luz linealmente polarizada (χ = 0) no produce acoplamiento entre re´plicas
en la direccio´n de polarizacio´n. Mediante una rotacio´n Rξ de H˜Fξ que diagonaliza a los
te´rminos H0 +n~Ω se pueden estudiar directamente los elementos de matriz de mezcla
a trave´s de V˜ξ = R†ξVˆξ(χ)Rξ. Por ejemplo, si la polarizacio´n del haz de luz incidente
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Figura 2.4: Mapa de color de la densidad de estados local ρ(ε,k) proyectada en varios sitios
cerca del borde de una superficie semi-infinita de grafeno como funcio´n de ky obtenida de la Ref.
[23] con γ0 = t =' 2,7 eV.





i sin(θk) − cos(θk)
)
, (2.31)
que toma una forma diagonal si sin(θk) = 0, es decir, a lo largo del eje xˆ —aquel donde
esta´ orientada la polarizacio´n— impidiendo la aparicio´n de gaps dina´micos.
Aproximacio´n a la dina´mica de la funcio´n de onda en los puntos
de Dirac.
Se entiende entonces que en los estados k cercanos a los conos de Dirac se produce
la aparicio´n de un gap cuadra´tico con la amplitud de la radiacio´n en el espectro de
cuasi-energ´ıas por un proceso virtual de absorcio´n y emisio´n de un foto´n. Se busca
realizar una transformacio´n cano´nica Sξ(τ) para cada valle que mantenga los o´rdenes
cuadra´ticos en el campo electromagne´tico con el fin de obtener una ecuacio´n efectiva
para la dina´mica del tiempo lento τ cercana a estos gaps. Definiendo
|χ˜ξ(τ)〉 = e−Sξ(τ) |χ¯ξ(τ)〉 , (2.32)
la ecuacio´n de Schro¨dinger (2.15) para el vector de modos transformado es
[e−Sξ(τ)H∞F (ξ, τ)e
Sξ(τ) − i~e−Sξ(τ) d
dτ
eSξ(τ)] |χ˜ξ(τ)〉 = i~∂τ |χ˜ξ(τ)〉 . (2.33)
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En el caso del grafeno irradiado con luz circularmente polarizada las componentes de
Fourier de H∞F son de la forma H0(k, ξ) = ~vf (ξkxσx+kyσy), H
(1)





ξ (τ) = evfA(τ)
ξσx+iσy
2
para cada valle. Expandiendo el primer te´rmino del lado
izquierdo de la Ec. (2.33)
e−Sξ(τ)H∞F (ξ, τ)e
Sξ(τ) = H∞F (ξ, τ) + [H
∞
F (ξ, τ), Sξ(τ)] +
1
2
[[H∞F (ξ, τ), Sξ(τ)], Sξ(τ)] + ...
(2.34)












. . . 0 H
(1)
ξ (τ) 0 . . .
. . . H
(−1)
ξ (τ) 0 H
(1)
ξ (τ) . . .
. . . 0 H
(−1)








se debe pedir como condicio´n para eliminar los te´rminos lineales en A(τ) que
evfA(τ)H
′∞(ξ) + [H∞0 , Sξ(τ)] = 0. (2.36)








. . . 0 −η(τ)σ−(ξ) 0 . . .
. . . η(τ)σ+(ξ) 0 −η(τ)σ−(ξ) . . .










~Ω y σ±(ξ) =
ξσx±iσy
2
. Se obtiene que a orden A2(τ) la ecuacio´n efectiva




[H ′∞(ξ), Sξ(τ)]− i~S˙ξ(τ) +O[A3(τ)]
]
|χ˜ξ(τ)〉 = i~∂τ |χ˜ξ(τ)〉 , (2.38)
donde se uso que [Sξ(τ), S˙ξ(τ)] = 0. Denominando
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. . . Heff(ξ, τ) + ~ΩI i~η˙(τ)σ−(ξ) 0 . . .
. . . −i~η˙(τ)σ+(ξ) Heff(ξ, τ) i~η˙(τ)σ−(ξ) . . .























En el l´ımite donde ~η˙(τ) = evf A˙(τ)
Ω
→ 0 los bloques diagonales quedan desacopla-
dos. No´tese que este l´ımite es menos restrictivo que el l´ımite adiaba´tico total, pues si
bien la derivada del pulso puede ser finita, el mismo sera´ va´lido para frecuencias de
radiacio´n suficientemente grandes. Las ecuaciones dependientes del tiempo para las n
componentes χ˜n(ξ, τ) son entonces
[Heff(ξ, τ) + n~ΩI] |χ˜n(ξ, τ)〉 = i~∂τ |χ˜n(ξ, τ)〉 (2.41)











= e−inΩτ |χ˜0(ξ, τ)〉
Realizando la identificacio´n ∆(ξ, τ) = −ξ [evfA(τ)]2
c2~Ω , se comprende que la dina´mica del
tiempo lento de cualquier observable cercana a estos valles estara´ gobernada por un
hamiltoniano de Dirac donde se enciende un te´rmino de masa ∆(ξ, τ) proporcional a
σz. Finalmente, para expresar al vector de modos en la base original, basta con aplicar
la transformacio´n inversa de la Ec. (2.32) a segundo orden en Sξ(τ)
|χ¯ξ(τ)〉 '
[



















Reemplazando el resultado en la Ec. (2.13) y haciendo τ = t para recuperar el resultado

















No´tese que la misma se encuentra normalizada a orden η2(t).
Presencia de un te´rmino de masa en el hamiltoniano de Dirac.
Un caso de intere´s es el del problema de una red hexagonal como el grafeno pero con
sitios A y B inequivalentes. Este te´rmino genera una ruptura de simetr´ıa de inversio´n
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en el hamiltoniano sin perturbar, provocando la existencia de un gap en la relacio´n de
dispersio´n electro´nica. El siliceno, si bien presenta un pequen˜o acoplamiento esp´ın-o´rbi-
ta (λSO ' 4 meV) de efectos despreciables dentro de la incerteza de los experimentos
de fotoemisio´n, es un buen ejemplo de este tipo de sistemas [38]. Las autoenerg´ıas son
entonces cuadra´ticas alrededor de los puntos de Dirac: ε± = ±
√
∆2 + (~vfk)2. En es-
te caso, el hamiltoniano de Floquet adquiere la misma forma que el anterior (ver Ec.
(2.24)) pero con un te´rmino ∆σz extra en cada bloque de la diagonal. Las autofunciones
alrededor de los cuasi-impulsos Kξ toman la forma
∣∣Ψ+kξ〉 = cos(φkξ2 )a†k |0〉+ sin(φkξ2 )eiξθkb†k |0〉∣∣Ψ−kξ〉 = sin(φkξ2 )a†k |0〉 − cos(φkξ2 )eiξθkb†k |0〉 ,
(2.44)
















En este caso, al realizar un desarrollo del hamiltoniano de Floquet-Bloch resultante
de una perturbacio´n con polarizacio´n circular χ = pi
4
alrededor de los cuasi-impulsos
Kξ se encuentra a orden ma´s bajo una renormalizacio´n del te´rmino de masa:
∆˜ξ = ∆− ξ (evfA0)
2
~Ω− ξ∆ . (2.45)
En el valle K existe una amplitud de radiacio´n cr´ıtica A0c en la cual el gap entre
bandas se cierra y luego de la cual la masa efectiva cambia su signo. Por otro lado, en
K′ el gap crece para todo campo aplicado. Este feno´meno genera una transicio´n de fase
topolo´gica en este tipo de sistemas ya que, una vez superado el campo cr´ıtico A > Aoc,
las contribuciones al nu´mero de Chern suman una cantidad no trivial:
∑
ξ Cξ = 1. Si se
cambia la quiralidad de la polarizacio´n de la excitacio´n (χ = 7pi
4
) se invierte el efecto,
generando un decremento en el gap de K′ y un aumento del mismo en K.
2.5. Bicapa de grafeno irradiada: modelos de dos y
cuatro bandas.
Un modelo realista de un sistema con violacio´n de simetr´ıa inversio´n que se asemeja
a un modelo de grafeno con masa es el caso de una bicapa de este material. Se tendra´
en cuenta una configuracio´n como la indicada en la Fig. 2.5(a), donde los sitios A1 de
la monocapa superior se encuentran encima de los sitios B2 de la monocapa inferior.
Debido a la orientacio´n de los orbitales pz en los a´tomos de carbono, el elemento de
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Figura 2.5: (a) Esquema de la configuracio´n A−B de una bicapa de grafeno con un elemento
de matriz de salto de t⊥ entre capas. (b) Proyeccio´n en el plano kx = 0 de la estructura de bandas
de una bicapa de grafeno sometida a un potencial externo que genera una energ´ıa de sitio en la
monocapa superior de V = 50 meV y V = −50 meV en la inferior.
matriz de salto entre monocapas dominante es el indicado como t⊥ ' 0,3 eV, que
genera estados ligantes y antiligantes en la relacio´n de dispersio´n. Si a este sistema se
le aplica una diferencia de potencial constante V se rompe la simetr´ıa entre monocapas,
traducie´ndose en una diferencia de energ´ıa de sitio entre las mismas. El hamiltoniano






















V ~vf |k|ξe−iξθk 0 t⊥
~vf |k|ξeiξθk V 0 0
0 0 −V ~vf |k|ξe−iξθk
t⊥ 0 ~vf |k|ξeiξθk −V
 .
(2.46)
La proyeccio´n de la estructura de bandas obtenida en el plano kx = 0 se mues-
tra en la Fig. 2.5(b). Es posible realizar un modelo efectivo de este hamiltoniano de
cuatro bandas considerando so´lamente las de menor energ´ıa (marcadas en rojo). Te-
niendo en cuenta que HB = Ht⊥ + tH ′ se busca una transformacio´n cano´nica S tal que
H˜Beff = e
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2kb1k − a†2ka1k) + ξkξ(a†1ka2k + b†1kb2k)
]
, (2.48)



























Esencialmente, se obtiene un hamiltoniano similar al de una monocapa de grafeno
debido a que se conserva la simetr´ıa hexagonal en los sitios B1 y A2 pero con un
elemento de matriz de salto renormalizado y un factor 2 en la fase del pseudo-esp´ın.








. . . H˜Beff + 2ΩI V1ξ V2ξ 0 0 . . .
. . . V†1ξ H˜
B
eff + ΩI V1ξ V2ξ 0 . . .




eff V1ξ V2ξ . . .




eff − ΩI V1ξ . . .

















~|k|eiθkσ−ξ(χ) y V2ξ = (evfA0)
2
t⊥
σ−ξ(χ). Notar que a diferencia
de los casos anteriores, ocurren mezclas directas a trave´s de los segundos armo´nicos
del hamiltoniano de interaccio´n. En los puntos Kξ el gap ocurre a orden ma´s bajo a
trave´s de las re´plicas ±2~Ω, debido a la proporcionalidad de V1ξ con el mo´dulo del
cuasi-impulso cristalino. Realizando nuevamente un desarrollo a partir del hamiltoniano
de Floquet para χ = pi
4
alrededor de los puntos de Dirac es posible encontrar una
renormalizacio´n del potencial V aplicado:
V˜ξ = V + ξ
(evfA0)
4
t2⊥(2~Ω + ξV )
. (2.51)
El invariante de Chern para cada uno de ellos toma la forma









Este sistema presenta entonces una transicio´n de fase topolo´gica cuando el te´rmino
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de potencial efectivo en el cono K′ se hace nulo, asemeja´ndose al modelo de una mo-
nocapa de grafeno con diferentes energ´ıas de sitio. En este caso, para magnitudes de
campo mayores que la cr´ıtica, se espera la presencia de dos estados de borde alrededor
de estos gaps
∑
ξ Cξ = 2.
Cap´ıtulo 3
Teor´ıa de fotoemisio´n resuelta en
tiempo en sistemas fuera de
equilibrio.
“Time is beginning to flow again.”
— Simone de Beauvoir.
En la descripcio´n previa se ha asumido que la perturbacio´n perio´dica se manten´ıa
en forma estacionaria en el tiempo. Si bien el formalismo de Floquet es u´til para
comprender la f´ısica de estos sistemas es necesario considerar que, en la mayor´ıa de los
casos, experimentalmente se tiene acceso a los mismos a trave´s de te´cnicas pulsadas. En
este cap´ıtulo se describe en particular la te´cnica de fotoemisio´n resuelta angularmente
y en tiempo (tr-ARPES), considerando la evolucio´n temporal de los grados de libertad
electro´nicos luego de que un pulso de excitacio´n, llamado de aqu´ı en ma´s pump, lleva al
sistema a un estado fuera de equilibrio. La te´cnica se esquematiza en la Fig. 3.1, donde
una muestra de grafeno se encuentra irradiada con un pulso de pump de energ´ıa ~Ω
y cuya dependencia temporal esta´ descripta por el potencial vector Ap(t). El segundo
pulso, de mayor frecuencia, denominado probe es aquel que produce la fotoemisio´n de
los electrones. El mismo actu´a durante el tiempo de duracio´n de la perturbacio´n del
primer pulso sensando, en funcio´n del tiempo de retardo entre ambos, la energ´ıa εk y
el impulso k de los electrones fotoemitidos en forma angular.
Se presenta aqu´ı la teor´ıa general de fotoemisio´n formulada por J. Braun et al
[39] aplicada a los casos de intere´s, es decir, sistemas topolo´gicamente no triviales.
Se considera como hipo´tesis que las part´ıculas se pueden considerar independientes,
i.e. no se tomara´n en cuenta efectos de interaccio´n electro´n-electro´n ni electro´n-fono´n
como simplificacio´n del problema. A tiempos anteriores a la excitacio´n, el sistema








Figura 3.1: Esquema de una muestra de grafeno irradiada con un pulso de pump de energ´ıa
~Ω. El pulso de probe actu´a durante el tiempo de duracio´n de la perturbacio´n del primer pulso,
fotoemitiendo electrones de impulso k y energ´ıa εk.
el para´metro de Boltzmann β = 1
kBT
y el potencial qu´ımico µ. Llamando |Ψm〉 a los
autoestados del hamiltonianoH0 con energ´ıa Em, la matriz densidad asociada al mismo








la funcio´n de ocupacio´n de Fermi-Dirac. Si el sistema se encuentra
sujeto a un pulso de luz, descripto por un hamiltoniano de interaccio´n νˆ(t), la nueva




f(Em) |Ψm(t)〉 〈Ψm(t)| . (3.2)
La misma debe tratarse de forma no perturbativa, siendo formalmente descripta por
la propagacio´n temporal de cada estado,
|Ψm(t)〉 = U(t,−∞) |Ψm〉 , (3.3)
por medio del operador de evolucio´n temporal










donde T es el operador de orden temporal yH(t) = H0+ν(t). Luego de un cierto tiempo
∆t desde la llegada del pulso de excitacio´n, el estado de no-equilibrio es sensado por
un segundo pulso, denominado de aqu´ı en ma´s probe, determinado por un te´rmino de
interaccio´nW(t). Se asume que este segundo pulso es no nulo para tiempos t0 < t < t1.
Describiendo por un lado a los estados electro´nicos ocupados con operadores fermio´nicos
c†α y cα y por otro a los fotoelectrones, aquellos estados de scattering de alta energ´ıa,














En esta expresio´n SW(t) describe el perfil temporal del pulso de sondeo y Mkα son
los elementos de matriz de transicio´n que describen el proceso de fotoemitir un estado
de baja energ´ıa |φα〉 a un estado de alta energ´ıa caracterizado por su vector de onda
k. En la aproximacio´n dipolar del hamiltoniano de interaccio´n de la radiacio´n, estos
elementos toman la forma 〈f |A·p |φα〉, dondeA es el potencial vector asociado al pulso
de sondeo. El estado final se describe como |f〉 = a†k |0〉, asumiendo que la interaccio´n
coulombiana entre el fotoelectro´n y el sistema de baja energ´ıa se puede despreciar.
La probabilidad Pk(t) de detectar un fotoelectro´n con impulso k a tiempo t esta´
dada por el valor de expectacio´n del proyector Π(k) =
∑ |f〉 〈f | en el subespacio de
estados finales:
Pk(t) = 〈Π(k)〉ρ(t) = tr[ρ(t)Π(k)]. (3.6)





| 〈0| ak |Ψm(t)〉 |2. (3.7)
Se debe encontrar, por tanto, la dependencia temporal de los estados |Ψm(t)〉 en pre-
sencia del pulso de sondeo W(t) para tiempos t > t0. Se tiene que
|Ψm(t)〉 = Utot(t,−∞) |Ψm〉 , (3.8)
donde









Tomando como hipo´tesis que el pulso de probe es lo suficientemente de´bil se puede tra-
tar la evolucio´n temporal perturbativamente en esta interaccio´n. Para ello, se introduce
la matriz S:
S(t,−∞) = U(−∞, t)Utot(t,−∞). (3.10)
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S(t,−∞) = U(−∞, t)W(t)Utot(t,−∞). (3.11)
La integracio´n de (3.11) lleva a una expresio´n de la forma




Si se toma en cuenta so´lo el te´rmino de primer orden en la interaccio´n del pulso de
sondeo W(t) se puede reemplazar directamente Utot(t′,−∞) por U(t′,−∞) del lado



















donde se asumio´ que ak |Ψm〉 ≈ 0. Una vez fotoemitido, el electro´n prosigue con la
evolucio´n usual dada por su dispersio´n ε(k), por tanto
〈0| akU(t, t′) = 〈0| ake− i~ ε(k)(t−t′). (3.15)
Ma´s au´n, haciendo uso de la Ec. (3.5),
akW(t′)U(t′,−∞) |Ψm〉 = SW(t′)
∑
α
MkαcαU(t′,−∞) |Ψm〉 . (3.16)












′SW(t′) 〈0| cαU(t′,−∞) |Ψm〉 dt′
∣∣∣2. (3.17)
La funcio´n de onda evolucionada en el tiempo se puede expresar en la base correspon-
diente a los autoestados del hamiltoniano sin perturbar H0,





β |0〉 , (3.18)
















Notar que si los operadores fermio´nicos cα describen la ocupacio´n de los autoestados
no perturbados del sistema, en el caso donde la excitacio´n externa sea nula ηmα(t) =












Si el perfil del pulso de sondeo SW(t) es lo suficientemente ancho, el espectro de fo-
toemisio´n indicara´ con claridad el espectro de autoenerg´ıas del sistema en equilibrio.
El nu´mero de fotoelectrones emitidos con cierto impulso k y cierta energ´ıa εk estara´
determinado por las reglas de seleccio´n del acomplamiento radiacio´n - electro´n dadas
por los elementos de matriz dipolares Mkm.
Para comprender que´ informacio´n se obtiene del estado fuera de equilibrio, es posible
modelar las autofunciones del hamiltoniano dependendiente del tiempo |Ψm(t)〉 a trave´s
de las ya conocidas autofunciones de Floquet. Si asumimos que esta perspectiva es
va´lida alrededor del centro de un pulso de excitacio´n suficientemente ancho, donde las
variaciones del perfil de pump son pequen˜as:




∣∣u±n 〉 . (3.21)
Reemplazando en la Ec. (3.17), se evidencia la existencia de cierta probabilidad de











~ [εk−εm+n~Ω]t′SW(t′) 〈0| cα |umn 〉 dt′
∣∣∣2. (3.22)
Se comprende entonces que los espectros de fotoemisio´n resuelta en tiempo permiten
obtener informacio´n del sistema dina´mico, como se ha encontrado recientemente en la
superficie de un aislante topo´logico [7]. La intensidad de las re´plicas de orden superior
sera´ pesada tanto por los elementos de matriz dipolares como por 〈0| cα |umn 〉, donde
este u´ltimo te´rmino es aquel que para el re´gimen de acoplamiento de´bil sera´ pequen˜o
para |n| > 0. A medida que la amplitud del campo de excitacio´n crece se espera que
la intensidad de las re´plicas de orden superior tambie´n lo haga.
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3.1. Tr-ARPES en una monocapa de grafeno.
Como primer ejemplo de aplicacio´n, se estudiara´ la forma que adquiere el espectro
de fotoemisio´n determinado por la Ec. (3.17) en el caso del grafeno irradiado. Como se
ha visto en la Seccio´n 2.4, se puede describir al hamiltoniano dependiente del tiempo a
trave´s de la sustitucio´n de Peierls, obteniendo para cada estado electro´nico caracteri-
zado por su cuasi-impulso cristalino k un Hk(t) dado por la Ec. (2.22). En este caso, el
potencial vector A(t) = <[A0(t)eiΩt], donde A0(t) define el perfil temporal del pulso
de pump. El operador evolucio´n para cada estado electro´nico k tomara´ la forma dada
por la Ec. (3.4),











ξ[~kx + eAx(t)], ~ky + eAy(t)
)
es el momento cano´nico conjugado del
sistema irradiado. Discretizando la integral del exponente,
















donde tn = ti +
2n−1
2
δt y se asume en la aproximacio´n que el intervalo δt es lo suficien-
temente pequen˜o para permitir la validez de [Hk(tn),Hk(tn + δt)] ≈ 0. Desarrollando
la exponencial y teniendo en cuenta las propiedades de las matrices de Pauli, i.e.
[σ · Πˆkξ(tn)]2n = 1 y [σ · Πˆkξ(tn)]2n+1 = σ · Πˆkξ(tn), es posible obtener como expresio´n
para el operador evolucio´n















Por otro lado, el modelo de los elementos de matriz Mkα utilizado ya ha sido previa-
mente estudiado por Y. Liu et al [26]. Considerando los autoestados del hamiltoniano
sin perturbar alrededor de los conos Kξ,
|Ψξk±〉 = |kA〉 ± ξeiξθk |kB〉 , (3.26)
los elementos de matriz M ξk± = 〈f |A(t) · p |Ψξk±〉 estara´n determinados por el acopla-
miento ζx = 〈f | px |kA〉 = 〈f | px |kB〉 y ζy = 〈f | py |kA〉 = −〈f | py |kB〉, donde los
signos se encuentran dados por la simetr´ıa indicada en la Fig. 2.1. Considerando que
A(t) = A0(t)[cos(χ)xˆ−i sin(χ)yˆ], los elementos de matriz resultantes se expresan como
M ξk± = A0
[
cos(χ)ζx(1∓ ξeiξθk)− i sin(χ)ζy(1± ξeiξθk)
]
. (3.27)
Para energ´ıas de probe suficientemente grandes (> 30 eV), se encontro´ experimental-
mente que ζx ∼ ζy. En el caso del sistema en equilibrio, la intensidad del espectro
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de fotoemisio´n estara´ dada por |M ξk±|2, por lo visto en la Ec. (3.20), generando cierta
funcionalidad en las intensidades de fotoemisio´n, determinadas por
Iξ± ∝ |M ξkα|2 ∝ 1± ξ cos(ξθk + 2χ). (3.28)
Se entiende que midiendo espectros de ARPES en equilibrio es posible por tanto obtener
las fases electro´nicas de las funciones de onda variando la polarizacio´n χ del pulso de
sondeo.
3.1.1. Fotoemisio´n en grafeno en equilibrio.
Con el fin de comprender el rol de los elementos de matriz Mkα, correspondientes al
acoplamiento dipolar del sistema electro´nico con la radiacio´n [ver Ec. (3.27)], se anali-
zara´n en primera instancia los espectros de fotoemisio´n obtenidos en el equilibrio (es
decir, sin irradiacio´n). En la Fig. 3.2 se muestran cortes en el plano kx = 0, obtenidos
con pulsos de sondeo de distinto ancho temporal δτ y con polarizacio´n lineal en xˆ. Se
observan las bandas del grafeno alrededor del cono K con una modulacio´n de inten-
sidad dada por la funcio´n de ocupacio´n de Fermi con un potencial qu´ımico µ = 100
meV y T = 300 K. No´tese que a medida que el pulso de probe se hace ma´s angosto
temporalmente, se pierde resolucio´n espectral (δE ∼ ~
δτ
).
Figura 3.2: Espectros de fotoemisio´n del grafeno sin irradiar alrededor del cono K para dis-
tintos anchos temporales del pulso de sondeo. (i) δτ = 100 fs, (ii) δτ = 50 fs, (iii) δτ = 20
fs.
En la Fig. 3.3 se muestran cortes a energ´ıas constantes (−60 meV y 60 meV) en
el cono K variando la polarizacio´n χ del pulso de probe. Los espectros obtenidos
indican una intensificacio´n y anulacio´n de la probabilidad de fotoemisio´n en distintas
direcciones, producto de la influencia de los elementos de matriz dipolares [ver Ec.
(3.28)]. Este efecto de dicro´ısmo circular es ya bien conocido en la literatura [26, 40, 41].
La fase pi existente entre la parte superior e inferior del cono de Dirac pone de manifiesto
la distinta quiralidad del pseudo-esp´ın. Un ana´lisis de la intensidad medida en funcio´n
del a´ngulo θk permite obtener la fase de Berry de este sistema.
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Figura 3.3: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n normalizada a energ´ıas constantes
(1) E0 =
~Ω
2 = 60 meV y (2)E0 = −~Ω2 = −60 meV en el cono K . El pulso de probe se encuentra
polarizado en las direcciones definidas por (a) χ = 0 (lineal en xˆ), (b) χ = pi2 (lineal en yˆ), (c)
χ = pi4 (circular en sentido horario) y (d) χ =
7pi
4 (circular en sentido anti-horario).
3.1.2. Fotoemisio´n en grafeno irradiado.
Conocida la funcio´n de onda a todo tiempo a trave´s del ca´lculo nume´rico del pro-
pagador y sus respectivas proyecciones en las bandas originales del grafeno, es posible
obtener los espectros de fotoemisio´n del sistema fuera de equilibrio.
En la Fig. 3.4 se presentan simulaciones obtenidas para el grafeno irradiado con un
pulso de pump gaussiano de un ancho temporal de ∆t ∼ 400 fs variando la amplitud
pico (A0) del potencial vector. Se utilizo´ un pulso de pump con una energ´ıa ~Ω =
120 meV y un pulso de probe con polarizacio´n lineal en xˆ y del mismo ancho temporal
que el pulso de excitacio´n para una adecuada visualizacio´n de los espectros.
Es posible observar que la estructura de bandas que se obtiene con los espectros
de tr-ARPES muestra una dispersio´n de cuasi-energ´ıas de Floquet bien definida. El
potencial qu´ımico µ fue fijado con un valor superior a los 300 meV para una mejor
visualizacio´n del espectro. En los casos donde la excitacio´n incidente posee polarizacio´n
circular [Figs. 3.4(b), (c) y (d)] se observa la aparicio´n de gaps dina´micos en estas
escalas temporales. A medida que la amplitud de la radiacio´n aumenta los mismos
crecen, pasando a un re´gimen de acoplamiento fuerte en donde, por ejemplo, el gap de
k = 0 se hace del mismo orden que el de k0 =
Ω
2vf
. Por otro lado, incrementa tanto la
intensidad como el nu´mero de re´plicas posibles de detectar debido a que en la funcio´n
de onda del sistema electro´nico se hacen ma´s importantes las proyecciones en estados
de ma´s fotones.
Si la luz es linealmente polarizada [Fig. 3.4(a)], si bien se vislumbran las re´plicas
de Floquet, no hay presencia de gaps en el espectro en la direccio´n colineal con la
polarizacio´n como se espera por la forma de la matriz de mezcla entre re´plicas [ver
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Figura 3.4: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n normalizada en funcio´n del
cuasi-impulso cristalino ky y de la energ´ıa del electro´n fotoemitido para un pulso de pump con
~Ω = 120 meV. (a) Pulso de excitacio´n con polarizacio´n lineal. (b),(c) y (d) Pulso de excita-
cio´n con polarizacio´n circular con e vf A0 = 40 meV, e vf A0 = 60 meV y e vf A0 = 80 meV,
respectivamente.
Ec. (2.31)]. Este feno´meno se evidencia tambie´n en la Fig. 3.5, donde se muestra el
espectro de fotoemisio´n en un corte a energ´ıa constante E = ~Ω
2
= 60 meV. En el caso
de polarizacio´n circular se espera que para este valor de energ´ıa no exista probabilidad
de fotoemisio´n en ningura direccio´n, pues aparece un gap de forma isotro´pica. Ahora
bien, si el pulso de pump se encuentra polarizado en yˆ, aparecen gaps u´nicamente en
la direccio´n ortogonal [Figs. 3.5(a) y (b)]. En el caso de una excitacio´n polarizada en
xˆ [Figs. 3.5 (c) y (d)] so´lo hay probabilidad de fotoemisio´n en esta direccio´n. No´tese
que este efecto, propio de la funcio´n de onda electro´nica del sistema perturbado, se
encuentra superpuesto al del dicro´ısmo generado por la polarizacio´n del probe. En los
casos de las Figs. [3.5(b) y 3.5(c)] la dependencia de la intensidad del espectro inducida
por los elementos de matriz dipolares produce incluso la anulacio´n de la probabilidad
de fotoemisio´n en regiones donde no hay gaps.
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Figura 3.5: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n normalizada a energ´ıa constante
E = ~Ω2 = 60 meV. (a) y (b) Pulso de pump polarizado en yˆ con pulso de sondeo con elipticidad
dada por χ = pi2 y χ =
7pi
4 , respectivamente.(c) y (d) Pulso de pump polarizado en xˆ con pulso de
sondeo con elipticidad dada por χ = pi2 y χ =
7pi
4 respectivamente. Las flechas indican el sentido
de polarizacio´n de ambos pulsos.
En todos los casos, las oscilaciones de intensidad que acompan˜an a las re´plicas son
efectos de la integracio´n temporal en un ancho finito de pulso de sondeo.
3.2. Tr-ARPES en una monocapa de grafeno con
un te´rmino de masa.
Como se introdujo en la Seccio´n 2.4, una red hexagonal con diferentes energ´ıas
de sitio produce la aparicio´n de un te´rmino de masa en el hamiltoniano de Dirac.
Este sistema presenta una transicio´n de fase topolo´gica para un campo de radiacio´n
que supere cierto valor cr´ıtico. Una de las preguntas a resolver en este trabajo es
si efectivamente esta transicio´n puede ser medida a trave´s de espectroscop´ıas de tr-
ARPES. En este caso, el propagador temporal adquiere tambie´n una forma expl´ıcita
en te´rminos de las matrices de Pauli,
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donde ahora Πkξ =
(
ξvf (~kx + eAx), vf (~ky + eAy),∆
)
. Teniendo en cuenta que los
autoestados del hamiltoniano no perturbado alrededor de los conos Kξ esta´n dados
por la Ec. (2.44) es posible calcular los elementos de matriz dipolares M ξk±:


















































donde el cociente ζy
ζx
= λeiβ es propio del acoplamiento de los orbitales pz del sistema en
estudio con la radiacio´n. En la Fig. 3.6 se muestran los valores experimentales tomados
de la Ref. [26] para la fase β en funcio´n de la energ´ıa del pulso de probe. No´tese que
para energ´ıas suficientemente bajas se acerca un valor de β ' pi
2
y para energ´ıas altas
tiende a anularse.
Figura 3.6: Valores experimentales tomados de la Ref. [26] para la fase β en funcio´n de la
energ´ıa del pulso de probe expresados en unidades de pi.
El espectro sin perturbar esta´ caracterizado por intensidades de banda determinadas
por














. El caso particular de β = 0,
λ = 1 (energ´ıas de pulso de sondeo suficientemente altas), las intensidades del espectro
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de fotoemisio´n son tales que
I±(β = 0, λ = 1) ∝ 1± sin(φkξ) cos(θk + ξ2χ) = 1± sin(φkξ) cos(θk + ξ2χ), (3.32)
con dependencia cuadra´tica en los te´rminos de masa, imposibilitando la deteccio´n de
cambios de signo en la misma, relevantes para determinar la topolog´ıa del estado [ver
Ec. (2.45)]. Sin embargo, para polarizaciones de pulso de sondeo con cierta elipticidad
es posible detectar cambios de signo en la fase de las funciones de onda de Bloch θk. Por
otro lado, si las energ´ıas de probe son menores, la fase β ' pi
2
y por tanto, el espectro




, λ = 1) ∝ 1±
(
sin(φkξ) cos(θk) cos(2χ) + sin(2χ) cos(φkξ)
)
. (3.33)
Utilizando un pulso de sondeo con polarizacio´n circular (i.e. χ = pi
4
) adquiere la forma
sencilla
I± ∝ 1± cos(φkξ) = 1± ∆√
∆2 + (~vfk)2
. (3.34)
Se comprende que un cambio de signo o magnitud en la masa ∆ refleja una correspon-
diente variacio´n en la intensidad del espectro de fotoemisio´n.
Los espectros de fotoemisio´n calculados en la direccio´n del cuasi-impulso cristalino
ky para este hamiltoniano se muestran en la Fig 3.7. En este caso se utilizo´ un pulso de
pump gaussiano con un ancho temporal de ∼ 250 fs y el de probe con ∼ 100 fs centrado
en el pulso de excitacio´n. El valor de la masa fue fijado en ∆ = 50 meV y el potencial
qu´ımico utilizado fue de µ = 200 meV. Se considero´ en este caso una fase β = 0 en los
elementos de matriz dipolares y una energ´ıa del pulso de excitacio´n de ~Ω = 400 meV.
Cabe destacar que a medida que aumenta la amplitud del campo las re´plicas se ha-
cen ma´s relevantes, existiendo una probabilidad de fotoemisio´n no nula para energ´ıas
E > µ. Este efecto es debido a que las funciones de onda de estados ocupados carac-
terizados por k evolucionan con proyecciones no nulas en re´plicas de orden superior,
refleja´ndose como resultado en una dada intensidad en el espectro. Se puede observar
tambie´n que, a medida que aumenta la amplitud del campo de radiacio´n aplicado, el
gap alrededor del cono K comienza a cerrarse, hasta que en un valor de campo cr´ıtico
A0c [Fig. 3.7(c)] se anula volviendo a crecer para magnitudes de excitacio´n mayores,
condicie´ndose con la Ec. (2.45).
En la Fig. 3.8 se muestran cortes a energ´ıa constante E = −100 meV tanto en el
cuasi-impulso K como en el K′ para distintas amplitudes de radiacio´n y con polariza-
cio´n circular (χ = pi
4
). A un lado y a otro de la transicio´n de fase esperada para A0c el
patro´n de intensidades tiene la misma funcionalidad en θk, indicando que efectivamente
no hay cambios de fase en la funcio´n de onda. En el caso del cuasi-impulso K′ se nota
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Figura 3.7: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n en grafeno con masa ∆ = 50 meV
en funcio´n del cuasi-impulso cristalino ky para distintas amplitudes de campo en el cono K: (a)
A0 = 0 eV, (b) A0 = 60 meV, (c) A0 = 130 meV y (d) A0 = 200 meV.
Figura 3.8: Probabilidad de fotoemisio´n en grafeno con masa ∆ = 50 meV a energ´ıa constante
E = −100 meV para distintas amplitudes de campo en los cuasi-impulsos K (1) y K′ (2): (a)
A0 = 0 eV, (b) A0 = 60 meV, (c) A0 = 130 meV y (d) A0 = 200 meV.
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siempre una disminucio´n del dia´metro del corte observado, pues el gap en esta zona
aumenta. Se comprende luego que, en el l´ımite de energ´ıas de probe lo suficientemente
altas, no se observan asimetr´ıas en el espectro de energ´ıas en funcio´n del cuasi-impulso
cristalino ni en los cortes a energ´ıa constante en las distintas fases, imposibilitando la
deteccio´n de la transicio´n topolo´gica.
En el l´ımite opuesto, correspondiente a energ´ıas de pulso de sondeo suficientemente
bajas (β ' pi
2
), no hay dependencia angular en el espectro al realizar cortes a energ´ıa
constante con una polarizacio´n de probe circular, sin embargo s´ı existe una cierta
funcionalidad de la intensidad en la dispersio´n εk para distintos valores de cuasi-impulso
cristalino. En la Fig. 3.9(a) se muestran espectros de fotoemisio´n obtenidos con distintas
amplitudes de pulso de pump tanto en el cono K como en el K′. No´tese que en este
u´ltimo el gap siempre aumenta, manteniendo la relacio´n de intensidades. Por otro lado,
en el cono K al cerrarse el gap [Fig. 3.9 (II.c)] se invierte esta funcionalidad. Este efecto
se puede entender a partir de los elementos de matriz calculados en el equilibrio [ver
Ec. (3.34)], ya que en el estado dina´mico u´nicamente ocurre una renormalizacio´n del
te´rmino de masa al orden ma´s bajo en perturbaciones. Segu´n el formalismo de Floquet,
en ese orden de aproximacio´n, se espera que para A0c = 132 meV el valor de ∆˜K se
haga nulo y que por encima de este campo el sistema se vuelva topolo´gicamente no
trivial. Se observa en los espectros de fotoemisio´n que para una magnitud de campo
aplicado de A0 = 130 meV el gap se cierra, indicando que el valor de campo cr´ıtico
es menor que el calculado con perturbaciones. Este resultado es esperable, ya que la
contribucio´n de re´plicas de orden superior hace que la brecha prohibida sea menor que
teniendo en cuenta u´nicamente las re´plicas que difieren de la original en |∆n| = 1.
Con el fin de visualizar con claridad esta diferencia de fases topolo´gicas, se muestra
en la Fig. 3.9(b) la probabilidad de fotoemisio´n a lo largo del cuasi-impulso ky =
0,005 1/A˚ en funcio´n de la energ´ıa y la amplitud del campo de radiacio´n incidente
para el cono K y el K′. Se comprende que una vez superado el campo cr´ıtico hay una
transferencia neta de intensidad de fotoemisio´n de una banda a la otra en el cono K
(panel superior), producto de la aparicio´n de una textura de pseudo-esp´ın que difiere de
la existente en la fase trivial. Por otro lado, en el cono K′ (panel inferior) se mantiene
siempre una intensidad de fotoemisio´n mayor en la banda superior, debido a que no hay
inversio´n del te´rmino de masa en el hamiltoniano. Se observa tambie´n que a medida
que la amplitud del campo aplicado crece se pierde intensidad en las re´plicas de intere´s
(n = 0), ya que hay mayor peso de la funcio´n de onda en las re´plicas de orden superior.
En la Fig. 3.10 se muestran cortes a energ´ıa constante E0 = 100 meV en ambos valles
variando la amplitud del perfil del pulso de pump. No existe dependencia angular en
θk debido a que se eligio´ una polarizacio´n de pulso de sondeo circular. Sin embargo,
midiendo la relacio´n de intensidades antes y despue´s de la transicio´n topolo´gica tambie´n







Figura 3.9: (a) Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n en funcio´n del cuasi-impulso
cristalino ky para distintas amplitudes de campo en el cono K
′ (I) y en el cono K (II) con energ´ıa
de la radiacio´n creciente de arriba hacia abajo evfA0 = 0 eV, 60 meV, 130 meV y 200 meV. (b)
Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n a lo largo de ky = 0,005 1/A˚en funcio´n de la
energ´ıa para el cono K (panel superior) y el cono K′ (panel inferior variando la amplitud de
la radiacio´n incidente A0. La energ´ıa del foto´n incidente es de ~Ω = 400 meV con polarizacio´n
circular.
es posible detectarla en forma cualitativa. Se puede observar la inversio´n de intensidades
en el cono K para amplitudes de excitacio´n mayores que la cr´ıtica [Fig. 3.10 (1d)]. Por
otro lado, en el cono K′ el gap siempre aumenta, haciendo que se reduzca el radio del
corte observado, manteniendo sin embargo intensidad ma´xima.
El caso l´ımite de ∆ = 0 (grafeno usual) se presentar´ıa esta misma transicio´n to-
polo´gica a campo cr´ıtico nulo A0c = 0. Se muestra en la Fig. 3.11 este caso con para´me-
tros experimentales realistas: el valor de la fase β = 0,4pi, el potencial qu´ımico tanto en
µ = 100 meV [3.11(3a)] como en µ = 0 meV [3.11(3d)] y la energ´ıa del foto´n incidente
de ~Ω = 400 meV con un probe circularmente polarizado. Estas condiciones generan
un pequen˜o dicro´ısmo [Fig. 3.11(3b)] en el espectro. La intensidad de las l´ıneas de
fotoemisio´n correspondientes a la banda de conduccio´n muestran un comportamiento
notablemente distinto en los dos puntos de Dirac Fig. 3.11(3c). Este feno´meno indica
que la curvatura de Berry F zk posee el mismo signo en los dos valles, traducie´ndose en
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Figura 3.10: Espectros de fotoemisio´n a energ´ıa constante E0 = 100 meV en el cono K (1) y
el cono K′ (2) para distintas amplitudes de pulso de excitacio´n: (a) A0 = 0 eV, (b) A0 = 60 meV,
(c) A0 = 130 meV, (d) A0 = 200 meV.
un Chern no trivial. Este efecto tambie´n se encuentra presente en el grafeno no dopado
(µ = 0 eV) como se muestra en la Fig. 3.11(3d), donde el espectro de fotoemisio´n se
presenta a lo largo de la direccio´n kx con el fin de despreciar las asimetr´ıas debidas al





Figura 3.11: Intensidad del espectro de ARPES para el caso del grafeno (∆ = 0) con una
fase β = 0,4pi correspondiente a una energ´ıa del haz de probe de 20 eV . Tanto el pump como el
probe se encuentran circularmente polarizados, el primero con un ancho temporal de 250 fs y el
u´ltimo de 20 fs. En todos los paneles la columna izquierda (derecha) se corresponde con el valle
K (K′). (a) Cortes del espectro de fotoemisio´n a lo largo de ky para el grafeno sin perturbar
(paneles superiores) e irradiado con un pulso de pump (paneles inferiores) cercanos a los puntos
de Dirac. (b) Cortes a energ´ıa constante de 100 meV (CB: banda de conduccio´n) y −100 meV
(VB: banda de valencia). (c) Intensidad de los fotoelectrones provenientes de la banda de valencia
a lo largo de kx para estados cercanos a cada valle. El ma´ximo en K
′ y el mı´nimo en K indican
la topolog´ıa no trivial de las funciones de onda de Bloch en esta banda. (d) Cortes del espectro
a lo largo de kx con el potencial qu´ımico fijo en µ = 0 eV en equilibrio (paneles superiores) y en
el sistema irradiado (paneles inferiores) cercanos a los puntos de Dirac.
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3.3. Tr-ARPES en una bicapa de grafeno irradiada.
Como se introdujo en la Seccio´n 2.5, las bandas de menor energ´ıa de una bicapa de






(Π2kx − Π2ky)σx + ξ2ΠkxΠkyσy
]
+ V σz, (3.35)
donde Πkx = ~kx + eAx y Πky = ~ky + eAy son las componentes del impulso dina´mico
al acoplarse con el campo de radiacio´n del pump. En este caso, los autoestados del



















con autoenerg´ıas dadas por ε± = ±
√















. Los elementos de matriz dipolares M ξk± se expresan
entonces como


















































Las intensidades de banda del sistema no perturbado sera´n similares al caso de la
monocapa de grafeno con masa,














. En situacio´n ana´loga al
caso anterior, para β ' 0 y ζx ∼ ζy la forma funcional de las intensidades sera´ tal que
I±(β = 0, λ = 1) ∝ 1± sin(φk) cos(2θk + ξ2χ). (3.39)
Notar que para un dado valor de |k|, la probabilidad de fotoemisio´n presenta dos
mı´nimos y dos ma´ximos en funcio´n de θk, producto de la fase electro´nica de las funciones
de onda de Bloch en este modelo [ver Ec. (3.36)]. Por otro lado, si las energ´ıas del
pulso de sondeo son inferiores y β ' pi
2
es posible detectar variaciones en el potencial V
midiendo el espectro de fotoemisio´n en funcio´n del mo´dulo del cuasi-impulso cristalino,
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ya que
I± ∝ 1∓ V√
V 2 + (~vfk)4/t2⊥
, (3.40)
donde se tomo´ el caso de un pulso de probe circularmente polarizado.
Para el caso del modelo ma´s completo que toma en cuenta las cuatro bandas de la
bicapa de grafeno, se encuentra nume´ricamente el operador evolucio´n a partir de una
















donde se definio´ Pξ(tn) =
∑
m e
−iεm(tn) δt~ |Ψmξ(tn)〉 〈Ψmξ(tn)|. Por otro lado, si se consi-











manteniendo la misma convencio´n de signos en los elementos de matriz dipolares se
tiene que
M ξkm ∝ cos(χ)(α1ξm + β1ξm +α2ξm + β2ξm)− i sin(χ)λeiβ(α1ξm− β1ξm +α2ξm− β2ξm). (3.43)
En el l´ımite de eneg´ıas de sondeo suficientemente bajas (β = pi
2
) y polarizacio´n
circular χ = pi
4
, tomando λ = 1 solamente se permite la fotoemisio´n de los sitios de
las subredes A1 y A2. Al cambiar la quiralidad de la polarizacio´n a χ = 7pi4 se tiene
u´nicamente acoplamiento del campo con las subredes B1 y B2.
En la Fig. 3.12 se muestran los espectros de fotoemisio´n del modelo efectivo de dos
bandas en el cono K obtenidos en el sistema no perturbado realizando cortes a energ´ıa
constante E = 100 meV con distinta polarizacio´n del pulso de sondeo. Se consideraron
energ´ıas de probe suficientemente grandes de forma tal que ζx = ζy y un potencial
externo V nulo. La intensidad obtenida en funcio´n de θk responde a la Ec. (3.39). Si
se consideran un potencial V no nulo y las cuatro bandas en el hamiltoniano [ver Ec.
(3.43)], es decir, no se ignoran las contribuciones a los elementos de matriz provenientes
de las bandas ma´s energe´ticas, los espectros de fotoemisio´n a energ´ıa constante son
como los indicados en la Fig. 3.13. Notar que en este caso se genera una diferencia de
intensidad entre los dos ma´ximos del modelo efectivo que se observan en la Fig. 3.12.
En la Fig. 3.14 se indican las probabilidades de fotoemisio´n tanto en el valle K (I)
como el K′ (II) del modelo efectivo fuera del equilbrio con una frecuencia de excitacio´n
de ~Ω = 200 meV en funcio´n de la amplitud del campo aplicado. Se utilizo´ una pola-
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Figura 3.12: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n en una bicapa de grafeno en el
modelo efectivo a energ´ıa constante E = 100 meV con distinta polarizacio´n del pulso de probe.
(a) χ = 0, (b) χ = pi2 , (c) χ =
pi
4 y (d) χ =
7pi
4 . El sistema se encuentra sometido a una diferencia
de potencial V = 30 meV.
Figura 3.13: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n de una bicapa de grafeno en
el modelo de cuatro bandas a energ´ıa constante E = 100 meV con distinta polarizacio´n del pulso
de probe. (a) χ = 0, (b) χ = pi2 , (c) χ =
pi
4 y (d) χ =
7pi
4 .
rizacio´n circular del pulso de sondeo (χ = pi
4
) y se consideraron energ´ıas de incidencia
suficientemente bajas de forma tal que β = pi
2
. El potencial aplicado es tal que a campo
nulo el gap entre bandas es de 2V = 60 meV [Figs. 3.14 (I.a) y (II. a)]. En este caso,
segu´n la Ec. (3.37), los elementos de matriz permiten u´nicamente la fotoemisio´n de los
sitios de la subred A. A medida que aumenta la amplitud del campo de radiacio´n la
brecha prohibida alrededor de k = 0 se hace cada vez ma´s pequen˜a en el cuasi-impulso
K′ hasta que las bandas se tocan cuadra´ticamente, producie´ndose la inversio´n de inten-
sidades esperada. Se debe tener en cuenta que el ca´lculo realizado en perturbaciones de
cuarto orden en el campo aplicado en la Seccio´n 2.5 ten´ıa en consideracio´n u´nicamente
la mezcla con las re´plicas de ±2~Ω. Los para´metros utilizados en esta simulacio´n im-
plicar´ıan segu´n la Ec. (2.51) un campo cr´ıtico de A0c = 177 meV. Se puede observar
que el valor real es al menos 30 meV menor, indicando que para estas magnitudes de
campo (correspondientes a un re´gimen de acoplamiento fuerte) es necesario considerar
mezclas con re´plicas de orden superior para una mejor descripcio´n del sistema. Por otro
lado, se observa que la magnitud del gap en K aumenta para todo campo amplicado,
sin producirse por ende la inversio´n de pseudo-esp´ın en este cuasi-impulso.
Tomando en consideracio´n el hamiltoniano completo con las cuatro bandas se cal-
cularon los espectros de fotoemisio´n para ~Ω = 500 meV. Este valor se eligio´ con el
fin de estar en condiciones similares al caso del modelo efectivo: las re´plicas de mayor
energ´ıa se encuentran alrededor de la magnitud caracter´ıstica del elemento de matriz
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Figura 3.14: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n del modelo de dos bandas de
la bicapa de grafeno irradiada en funcio´n de ky con distintas intensidades de campo calculados
para el cuasi-impulso K (I) y para K′ (II): (a) A0 = 0 eV (b) A0 = 60 meV (c) A0 = 150 meV.
t⊥ ' 300 meV y una frecuencia de excitacio´n mayor generar´ıa anticruces entre estados
ma´s energe´ticos, despreciados en el modelo efectivo, y los de baja energ´ıa. En la Fig.
3.15 se muestran los resultados para distintas amplitudes de pulso de excitacio´n en los
valles K y K′. No´tese que para amplitudes de pump suficientemente pequen˜as el mode-
lo efectivo de dos bandas describe de forma satisfactoria los espectros de cuatro bandas
para estados de baja energ´ıa. Sin embargo al aumentar la amplitud de la radiacio´n de
excitacio´n hasta los valores necesarios para producir la transicio´n (∼ A40) comienzan a
tomar peso las re´plicas de mayor energ´ıa, despreciadas en el modelo efectivo, generan-
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Figura 3.15: Mapas de color de la probabilidad de fotoemisio´n del modelo de cuatro bandas
de la bicapa de grafeno irradiada en funcio´n de ky con distintas intensidades de campo calculados
para el cuasi-impulso K (I) y para K′ (II): (a) A0 = 0 eV, (b) A0 = 100 meV y (c) A0 = 150 meV.
do un comportamiento complejo en el espectro de cuasi-energ´ıas. Au´n as´ı es posible
visualizar con estos para´metros la inversio´n de bandas.
Cap´ıtulo 4
Conductividad Hall de un sistema
irradiado con pulsos ultra-cortos
“It looks strange, and it looks strange, and it looks very stran-
ge. And then suddenly, it doesn’t look strange at all, and you
can’t understand what made it look strange in the first place.”
— Gertrude Stein.
4.1. Formulacio´n del problema.
En este cap´ıtulo se desarrolla el estudio de la respuesta Hall dina´mica en sistemas
forzados a un estado de no-equilibrio al ser sometidos a una perturbacio´n externa
dependiente del tiempo. Una figura esquema´tica de un posible arreglo experimental
se muestra en la Fig. 4.1, donde dos contactos transversales a una corriente de bias
Jy miden la diferencia de potencial VH(t) como funcio´n del tiempo generada por la
presencia de pulsos electromagne´ticos de frecuencia Ω. En el desarrollo de aqu´ı en ma´s
no se considerara´n dependencias espaciales del pulso, analizando u´nicamente los efectos
en la regio´n irradiada. Se asume incidencia normal de la radiacio´n y un spot del la´ser
mayor que el taman˜o del sistema.
Esta perturbacio´n en general posee efectos no lineales y, por lo tanto, es necesaria
incluirla en todos los o´rdenes para un ca´lculo adecuado de cualquier propiedad de
transporte del sistema. Es posible realizar una derivacio´n ana´loga a la usual para la
fo´rmula de Kubo en estos casos. Consideremos un hamiltoniano dependiente del tiempo
de la forma
H(t) = H0(t) + V (t), (4.1)
donde H0(t) incluye en todos los o´rdenes los efectos de la perturbacio´n externa y V (t)
es el te´rmino de potencial debido a la presencia del campo ele´ctrico del bias que induce
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Figura 4.1: Esquema de una muestra de grafeno sometida a una corriente longitudinal externa
Jy e iluminada con pulsos la´ser con per´ıodos t´ıpicos de ∼ 10 fs (~Ω ∼ 400 meV) y polarizacio´n
circular, indicada en la figura con el potencial vector del pump Ap(t). Dos contactos transversales
miden la tensio´n Hall VH(t) en funcio´n del tiempo.
la corriente Jy. Se define una representacio´n de interaccio´n generalizada como
|ΨI(t)〉 = U0(−∞, t) |ΨS(t)〉 = U0(−∞, t)U(t,−∞) |ΨS(−∞)〉
OI(t) = U0(−∞, t)OS(t)U0(t,−∞),
(4.2)
donde |ΨI(t)〉 y OI(t) son las funciones de onda y operadores en la nueva representacio´n
y el operador unitario que transforma de la representacio´n de Schro¨dinger original a
la de interaccio´n es U0(t,−∞), el operador evolucio´n asociado al hamiltoniano H0(t).
El operador U(t,−∞) es el correspondiente a la evolucio´n completa de la funcio´n de
onda, incluyendo los efectos de V (t). Notar que si H0 es independiente del tiempo,
el cambio de representacio´n se reduce al caso usual |ΨI(t)〉 = e
iH0t
~ |ΨS(t)〉. Interesa
encontrar una ecuacio´n integral para la transformacio´n que lleva los estados |ΨS(−∞)〉
a los estados evolucionados, con el objetivo de posibilitar una expansio´n en serie en la




= U0(−∞, t)V (t)U(t,−∞), (4.3)
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donde se utilizaron las ecuaciones de movimiento para los operadores evolucio´n
i~∂tU(t,−∞) = H(t)U(t,−∞) (4.4)
i~∂tU0(t,−∞) = H0(t)U0(t,−∞).
En vistas de que U(t,−∞) contiene todos los o´rdenes en V (t) y con la finalidad
de mantener u´nicamente el te´rmino lineal en la perturbacio´n se realiza el reemplazo
U(t,−∞) → U0(t,−∞) en la Ec. (4.3), obteniendo as´ı en este orden de aproximacio´n
y luego de integrar










Por lo tanto, los valores medios termodina´micos de los operadores en respuesta
lineal esta´n dados por
〈OS(t)〉 = Tr[ρS(t)OS(t)], (4.6)
con la matriz densidad ρS(t) =
∑
α f(εα) |ΨαS(t)〉 〈ΨαS(t)|, siendo α el conjunto de nu´me-
ros cua´nticos que definen los estados sin perturbar del hamiltoniano a tiempos −∞ y




f(εα) 〈ΨαS| S†1(t,−∞)U0(−∞, t)OS(t)U0(t,−∞)S1(t,−∞) |ΨαS〉 , (4.7)
utilizando de aqu´ı en ma´s la notacio´n |ΨαS(−∞)〉 = |ΨαS〉 para los estados de H0 previos











〈ΨαS| [OI(t), VI(t′)] |ΨαS〉 dt′
]
, (4.8)
donde [OI(t), VI(t′)] es el conmutador de ambos operadores en la representacio´n definida
en la Ec. (4.2).
Interesa entonces estudiar la presencia de una corriente transversal a la direccio´n
de la corriente inducida por el potencial externo. La eleccio´n de gauge para acoplar
el campo ele´ctrico del bias al sistema se realiza de forma tal de mantener la invarian-
cia traslacional (es decir, V (r, t) = V (t)) y, por lo tanto, preservar al cuasi-impulso
cristalino k como un buen nu´mero cua´ntico.
Considerando un hamiltoniano cuadra´tico en los operadores fermio´nicos (sin inter-




















es el cuanto de flujo y A(t) = Ap(t) +Ab(t), siendo Ap(t) el potencial
vector correspondiente al pump y Ab(t) el correspondiente al bias. El acoplamiento
con los campos externos se realizo´ agregando fases complejas al elemento de matriz de
salto (hopping) t, equivalente a la sustitucio´n de Peierls. Manteniendo el orden lineal

































































Considerando que H0(k, t) es aquel independiente deAb(t) y que posee el acoplamiento
en todos los o´rdenes con el campo de radiacio´n del pump

































donde jk(t) = − e~ ∂H0(k,t)∂k . Segu´n la fo´rmula de Kubo (Ec. 4.8) para la corriente total











〈kα|[jIk(t), V Ik (t′)]|kα〉dt′
]
,










Teniendo en cuenta que el campo ele´ctrico esta´ dado por Eb(t) = −1c ∂Ab(t)∂t , se
considera la siguiente dependencia temporal del potencial vector del bias
Ab(t) = −cE0 1
η
log(eηt + 1)yˆ = −cE0W(t)yˆ, (4.16)
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de forma tal de garantizar que para t→ −∞ la perturbacio´n sea nula y que para tiem-
pos t >> 1
η
su comportamiento sea lineal, generando as´ı un campo ele´ctrico constante

















Si bien los propagadores involucrados en la representacio´n de interaccio´n en la
que se encuentran los operadores corriente deben ser calculados nume´ricamente, es
de utilidad estudiar algunos casos l´ımites donde la respuesta Hall determinada por
la fo´rmula de Kubo expuesta [Ec. (4.17)] se puede estudiar en forma anal´ıtica. A
continuacio´n se analizara´n los casos sencillos donde H0(k, t) = H0(k) (es decir un
sistema no perturbado), el l´ımite de un cambio su´bito (quench) de para´metros presentes
en el hamiltoniano, un encendido su´bito de un campo de radiacio´n monocroma´tico y
el l´ımite adiaba´tico total. Los mismos ayudara´n a comprender en cierta medida los
resultados nume´ricos para el sistema sometido a perturbaciones pulsadas.
4.2. Hamiltoniano sin perturbacio´n - Cuantizacio´n
de la conductividad Hall
En el caso de un hamiltoniano esta´tico (sin perturbacio´n) la Ec. (4.17) puede llevarse
a una forma ma´s compacta. Los estados evolucionados adquieren simplemente una fase












k (t−t′) 〈kα| jx |kβ〉 〈kβ| jy |kα〉 − (4.18)
e−iΩ
αβ














~ |kβ〉 〈kβ| . (4.19)
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Notar que si bien se modifico´ la forma funcional W(t) del encendido del bias para
obtener una integral ma´s sencilla en el tiempo, el resultado es independiente del mismo
siempre y cuando se obtenga a tiempos suficientemente grandes un campo ele´ctrico
constante en el tiempo. Teniendo en cuenta que




















































El segundo te´rmino del lado derecho de la Ec. (4.22), proporcional al tiempo, es ide´nti-
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Recordemos que la curvatura de Berry para una banda α esta´ definida como:
Fα(k) ≡ −i 〈∇kuα(k)| × |∇kuα(k)〉 (4.26)
















La integral se realiza sobre toda la zona de Brillouin y a temperatura cero la suma
sobre α se encuenta restringida a bandas ocupadas. Se reobtiene entonces el resultado




y la constante de proporcionalidad es el invariante topolo´gico conocido











Es fa´cil ver de la expresio´n (4.27) que si el sistema posee simetr´ıa de inversio´n
temporal, la conductividad Hall es nula. Si aplicamos el operador de inversio´n T sobre
la componente zˆ de la curvatura encontramos que




















= −Fα(−k) · zˆ,
donde se uso que para las funciones de onda de Bloch T 〈r |uα(k)〉 = 〈uα(−k) | r〉. Si
el sistema posee simetr´ıa de inversio´n temporal T [Fα(k) · zˆ] = Fα(k) · zˆ y por lo tanto
Fα(k) · zˆ = −Fα(−k) · zˆ. Se entiende entonces que al integrar esta magnitud en toda
la zona de Brillouin existira´ una cancelacio´n al tomar en cuentra las contribuciones
provenientes de k y −k.
El hecho de que un sistema pueda presentar conductividad Hall en ausencia de
campo magne´tico se encuentra relacionado a la adquisicio´n de una velocidad ano´mala
de los estados de Bloch en un sistema con curvatura de Berry no nula. En efecto, la
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donde εkα es la relacio´n de dispersio´n de la banda α y E es un campo ele´ctrico externo.
En este sentido, se entiende que en presencia de un campo ele´ctrico E = Eyyˆ
















4.3. Respuesta ante un cambio su´bito en el Hamil-
toniano.
Es de intere´s entender cua´l es la respuesta dina´mica que se espera ante la presencia
de una perturbacio´n su´bita a tiempo t0 que lleva un hamiltoniano inicial Hi(k) a uno
final Hf (k) con diferente topolog´ıa. Las funciones de onda y el operador evolucio´n de



















~ |φkγ〉 〈φkγ| ,
donde εkf son las energ´ıas de los autoestados |φkf〉 de Hf (k). Se utilizara´ la notacio´n
Λkfα = 〈φkf |kα〉 para indicar la proyeccio´n del autoestado f en el estado del hamilto-
















′−t0) 〈φkf ′| jkx |φkγ〉 〈φkγ| jky |φkf〉 t′dt′ − h.c.
(4.33)
Considerando los te´rminos diagonales (f = f ′) de esta expresio´n —que son aquellos
que contribuyen a la media de la respuesta, ya que el resto son oscilatorios— se realiza













[t− eiΩγfk (t−t0)t0]. (4.34)
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Reemplazando este resultado en la Ec. (4.33) y utilizando la Ec. (4.22) se obtienen las
















El te´rmino porporcional al tiempo se anula en forma ana´loga a lo obtenido en la Ec.
(4.23). En el l´ımite de t− t0 →∞ los te´rminos oscilatorios no contribuyen a la media






f(εkα)|Λkfα|2F zf (k). (4.36)
De este modo, vemos que la respuesta transversal en el l´ımite de tiempos largos luego
de un cambio su´bito de los para´metros de Hi(k) se puede expresar como la integral de
la curvatura de Berry pesada por el nu´mero de ocupacio´n en toda la zona de Brillouin.
Este resultado fue discutido recientemente por Wang et al [43], siendo un primer in-
dicio de que en sistemas fuera de equilibro la conductividad Hall no esta´ cuantizada,
dependiendo fuertemente de las poblaciones en los estados finales y por ende de la
dependencia temporal de la perturbacio´n.
Es importante destacar que si se tomara como para´metro de orden topolo´gico del























la topolog´ıa ser´ıa siempre robusta ante una perturbacio´n en el hamiltoniano, ya que
∂tC(t) = 0 [21]. Sin embargo, e´sta no es la magnitud de relevancia involucrada en el
ca´lculo de la conductancia Hall.
4.4. Encendido su´bito de un campo electromagne´ti-
co de frecuencia Ω
Es posible derivar un resultado ana´logo para el caso de los aislantes topolo´gicos de
Floquet (FTIs) sujetos a radiacio´n con amplitud constante en el tiempo y considerando
un encendido su´bito del campo electromagne´tico a tiempo t0. Este tipo de perturbacio´n
genera naturalmente una ocupacio´n de no equilibrio en las bandas de Floquet. En este
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caso, las funciones de onda y el operador evolucio´n de dos tiempos se pueden expresar



















~ |φkγ(t)〉 〈φkγ(t′)| ,
(4.38)
donde εk son las cuasi-energ´ıas de Floquet restringidas a la FFZ (−~Ω2 < εkα < ~Ω2 ) y
|φk(t)〉 son los autoestados del operador de Floquet de periodicidad Ω [ver Ec. (2.3)]. Se
utilizara´ la notacio´n Λkδα(t0) = 〈φkδ(t0)|kα〉 para indicar la proyeccio´n del autoestado
de Floquet δ a tiempo t0 en el estado del hamiltoniano sin perturbar α. La funcio´n de
















′−t0) 〈φkδ′(t)| jkx |φkγ(t)〉 〈φkγ(t′)| jky |φkδ(t′)〉 t′dt′ − h.c.
(4.39)
Consideremos en primera instancia los te´rminos diagonales (δ = δ′) en la Ec. (4.39).
Mantener u´nicamente estos te´rminos es equivalente a omitir las componentes no dia-











−iΩδδ′k (t−t0) |φkδ(t)〉 〈φkδ′(t)| . (4.40)
Teniendo en cuenta que los estados |φkγ(t)〉 verifican
[H0(k, t)− i~∂t] |φkγ(t)〉 = εkγ |φkγ(t)〉 (4.41)
se deriva la siguiente relacio´n:
〈φkδ| ∇kH0(k) |φkγ〉 = i~∂t[〈φkδ |∇kφkγ〉]+δγδ∇kεkγ+(εkγ−εkδ)〈φkδ |∇kφkγ〉 , (4.42)















∣∣∂kyφkδ(t′)〉] + (εkδ − εkγ)〈φkγ(t′) ∣∣∂kyφkδ(t′)〉 ]t′dt′ − h.c.,
(4.43)
donde se omitieron los te´rminos de δ = γ por anularse al restar el hermı´tico conjugado.
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Es de utilidad en este punto utilizar la dependencia perio´dica en Ω de los autoestados











〈φkδ(t) |∂kiφkγ(t)〉 e−imΩtdt. (4.45)

















εkγ − εkδ − ~Ωm
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El valor medio de esta magnitud es aquel obtenido al mantener u´nicamente los te´rminos
provenientes de dependencias de la forma t− t′, equivalente en las expresiones a igualar
m = −m′. Tomando t0 = 0 y simplificando luego de promediar se encuentra que la Ec.










γδy − h.c. (4.48)
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utilizando que HF (k, t) |φkδ(t)〉 = [H0(k)− i~∂t] |φkδ(t)〉 = εkδ |φkδ(t)〉. Finalmente, la














F zδ (k, t)dt
)
, (4.51)
debido a que en en l´ımite de t → ∞ la contribucio´n proveniente del tercer te´rmino
de la Ec. (4.48) es fuertemente oscilatoria y se anula al integrar en toda la zona de
Brillouin. Un resultado ana´logo fue obtenido por Dehghani et al [12] pero donde se
asume impl´ıcitamente que t0 → −∞, es decir que la diferencia de potencial de bias en
el tiempo de encendido es exponencialmente pequen˜a.
No´tese que de ser posible tener un estado incial α que coincida con la re´plica de
Floquet δ a tiempo t0 se obtendr´ıa el l´ımite adiaba´tico total para la respuesta. Este
resultado fue obtenido en la referencia [28], donde se considero´ una ocupacio´n inicial
estacionaria en el espectro de Floquet. La pregunta en ese caso es co´mo preparar en
forma dina´mica un estado de Floquet a partir de los estados de equilibrio de las bandas
originales del material.
4.5. Encendidos completamente adiaba´ticos.
Es posible obtener algunos resultados anal´ıticos para el caso donde se considera
una modificacio´n de los para´metros que caracterizan al hamiltoniano original en el
l´ımite adiaba´tico total, es decir con rampas de velocidad infinitesimalmente pequen˜a.
Se comprende que si los pulsos son ultra-cortos y la perturbacio´n induce o elimina
degeneraciones en el espectro de energ´ıas que caracteriza al sistema esta aproximacio´n
no sera´ va´lida. Sin embargo, los estados que se encuentran alejados de dichas situaciones
sera´n bien descriptos por esta hipo´tesis. En este caso, los estados evolucionados se
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pueden expresar como
|Ψkα(t)〉 = e− i~
∫ t
−∞ εkα(t
′)dt′ |ukα(t)〉 , (4.52)
donde H(k, t) |ukα(t)〉 = εkα(t) |ukα(t)〉 y se considera que la fase de Berry esta´ incluida











′′)dt′′ 〈ukα(t)| jkx |ukβ(t)〉 〈ukβ(t′)| jky |ukα(t′)〉 t′dt′ − h.c. (4.53)
Consideraremos una perturbacio´n que posee un tiempo de saturacio´n, es decir, para
todo t > ts se verifica
dH(k,t>ts)
dt
= 0. La conductividad Hall a tiempos mayores al de
saturacio´n se puede expresar como la suma de dos contribuciones
σxy(t) = σ
>ts
xy (t) + σ
<ts
xy , (4.54)
donde σ>tsxy (t) involucra la integracio´n de las correlaciones de dos tiempos en el intervalo
[ts, t] y σ
<ts
xy en el intervalo [−∞, ts]. Es posible calcular la contribucio´n a la conducti-
vidad Hall que proviene de la integracio´n en tiempos mayores al de saturacio´n, ya que

















1 + itΩαβk (ts)− eiΩ
αβ












El te´rmino proporcional al tiempo se anula por las mismas razones discutidas anterior-
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En el l´ımite de t − ts → ∞ tanto el segundo te´rmino como aquel proveniente de la
















tienden a cero. Se obtiene finalmente un valor medio finito para la conductividad Hall



















No´tese que el mismo es equivalente al invariante topolo´gico C(ts) calculado a partir de
los autoestados correspondientes al hamiltoniano de saturacio´n final si la temperatura
es nula y si el potencial qu´ımico µ es tal que no haya bandas parcialmente llenas.
Para tiempos finitos se espera una respuesta dina´mica, proveniente de las componentes
oscilatorias con Ωαβk (ts) de la Ec. (4.56).
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4.6. “Toy model”: Te´rmino de masa en el hamilto-
niano de Dirac.
Un modelo sencillo que representa en buena medida los efectos dina´micos producidos
por la radiacio´n en los puntos de Dirac es el del encendido de un para´metro proporcional
a σz (ver Cap. 2). En este modelo







donde ξ = ±1 es el ı´ndice de valle, correspondiente a K y K′ respectivamente. En
el caso l´ımite donde ∆(t) = ∆fθ(t − t0) las funciones de onda correspondientes al









en la base de operadores de creacio´n en las subredes
A y B de la red hexagonal. Se encuentra anal´ıticamente que para el caso donde εF = 0






























(~vfk)2 + ∆2f y Λ es el l´ımite de integracio´n superior usando coorde-
nadas polares para aproximar el comportamiento cercano al cono de Dirac. Obse´rvese
que en el caso de t− t0 →∞ la u´nica contribucio´n al valor medio de la conductividad













(|Λk−−|2 − |Λk+−|2)F z−(k), (4.62)
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condicie´ndose con la Ec. (4.36), ya que la diferencia de poblaciones y la curvatura de
Berry en este modelo son de la forma
|Λk−−|2 − |Λk+−|2 =
~vfk
[(~vfk)2 + ∆2f ]
1
2
F z−(k) = −ξ
(~vf )2∆f





En este caso no hay ruptura de simetr´ıa de inversio´n temporal y por tanto al sumar
sobre el ı´ndice de valle (ξ = ±1) la respuesta Hall total se anula. Sin embargo, persiste
en este modelo lo que se conoce como efecto Hall de valle. Se entiende que la respuesta
proveniente de cada cono difiere del nu´mero de Chern asociado a la banda del hamilto-
niano final (con un te´rmino de masa ∆f ), ya que el integrando contempla la diferencia
de poblaciones entre las bandas de conduccio´n (+) y de valencia (−) y, por tanto, no se
puede escribir u´nicamente en te´rminos de una curvatura. El l´ımite adiaba´tico total se
recupera so´lo si |Λk−−|2−|Λk+−|2 = 1, resultado va´lido en este caso para estados k tales
que ~vfk  ∆f . Au´n as´ı, en el caso de un encendido su´bito el resultado de integrar la
Ec. (4.62) es universal, en el sentido de ser independiente del valor de la masa ∆f del














La dina´mica global descripta por la Ec. (4.61) posee te´rminos oscilatorios con la
frecuencia del gap (2∆f ) provenientes de las contribuciones infrarrojas (k → 0) a la
integral. No´tese que el te´rmino proporcional a t2 − t20 contribuye luego de realizar la
integracio´n en el cuasi-impulso cristalino con oscilaciones que cuentan con un creci-
miento lineal en su amplitud. Este te´rmino proviene de los elementos no diagonales
en la matriz densidad e indica la presencia de tunneling resonante entre bandas. Es
de esperar que efectos de decoherencia o relajacio´n, no considerados en este trabajo,
anulen dichas contribuciones a la dina´mica para tiempos suficientemente largos.
Por otra parte, si se considera un modelo donde el encendido es completamente






















′′)dt′′, siendo Ωk(t) = 2~
√




. En este caso el valor medio queda definido exactamente
como el nu´mero de Chern asociado a cada cono [ver Ec. (4.58)].
En las Figs. 4.2(I.a-I.b) se muestran los resultados nume´ricos para la conductividad
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Figura 4.2: Conductividad hall en el valle K′ para distintos tipos de encendido ∆(t)σz indica-
dos esquema´ticamente en l´ınea azul. (I.a)-(I.b) Resultados nume´ricos con v = 0,4 1fs y v = 0,02
1
fs ,
respectivamente. (II.a) Resultado anal´ıtico correspondiente a un encedido completamente su´bito.
(II.b) Resultado anal´ıtico correspondiente a un encendido en el l´ımite adiaba´tico total.
Hall correspondientes al valleK′ para un encedido de la forma ∆(t) = ∆f
1+e−v(t−t0) con un
valor de ∆f = 50 meV y rampas de velocidad v = 0,4
1
fs
y v = 0,02 1
fs
, respectivamente.
Estos valores fueron elegidos con el fin de representar tanto el caso su´bito como el
adiaba´tico con la mayor fidelidad posible. En ambos casos la respuesta oscilatoria
posee una frecuencia bien definida, correspondiente al gap generado en el espectro
de energ´ıas del sistema
2∆f
~ . Por otro lado, el valor medio de la oscilacio´n depende




) en el l´ımite de rampas de velocidades pequen˜as. El incremento
en la amplitud de la oscilacio´n se encuentra presente en ambos encendidos, siendo un
efecto de mayor importancia en el caso de perturbaciones que se asemejen a un pulso
su´bito. La Fig. 4.2(II.a) se corresponde con el resultado anal´ıtico de un encendido de
tipo escalo´n y la Fig. 4.2(II.b) con el resultado adiaba´tico total presentado en la Ec.
(4.65). No´tese que este u´ltimo posee oscilaciones que decrecen en amplitud, ya que en
este modelo no hay componentes fuera de la diagonal en la matriz densidad. Por otro




condicie´ndose con la Ec. (4.58).
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En la Fig. 4.3(a) se muestran los resultados nume´ricos correspondientes a un pulso
de v = 0,02 1
fs
fijando distintos valores del potencial qu´ımico (en este caso, simulando un
sistema dopado con huecos). La mayor contribucio´n a la respuesta final proviene de los
estados ma´s cercanos al punto de Dirac, aquellos en donde las poblaciones de no equi-
librio difieren fuertemente del caso estacionario, generando una respuesta oscilatoria
enriquecida por efectos de no adiabaticidad y tunneling entre bandas.
Figura 4.3: (a) Resultados nume´ricos de la conductividad hall en el cono K′ con una rampa
de velocidad de encendido v = 0,02 1fs variando el nivel de Fermi en los valores indicados en la
figura. (b) Resultados obtenidos utilizando el modelo completamente adiaba´tico a partir de la
Ec. (4.65).
En la Fig. 4.3(b) se indican comparativamente los resultados obtenidos utilizando
un modelo de evolucio´n en el l´ımite adiaba´tico total para las funciones de onda [ver
Ec. (4.65)]. Se observa una buena correspondencia con los resultados nume´ricos cuando
el potencial qu´ımico se encuentra ma´s alejado de los puntos de Dirac, ya que en esta-
dos lejanos a los puntos de degeneracio´n (i.e. a los gaps producidos por el encendido
∆(t)) se espera un seguimiento cuasi-adiaba´tico de los autoestados instanta´neos del
hamiltoniano de perturbacio´n.
Una forma sencilla de entender los efectos de la velocidad de encendido del pulso es
a trave´s de la interpretacio´n formal de la Ec. (4.36) con un modelo de tunneling para
las poblaciones Λkfα descripto por una dina´mica de Landau-Zener [44]. Se encuentra






















donde ∆k = 2~vfk y vLZ = ∆fv/2 = ∆˙(t = t0), aproximando la perturbacio´n como
una rampa lineal de masa. Realizando el cambio de variables r = k2, la discrepancia del
valor asinto´tico medio con el invariante topolo´gico se puede expresar como un desarrollo
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en serie en el para´metro ν =
v∆f
hv2f















νF z−(0) + ν2F z−
′




Si se mantiene u´nicamente el orden lineal en la velocidad de encendido, utilizando la










es decir l´ımv→0 σK
′
xy (∞) = e
2
h
CK′ = e22h .
4.7. Resultados de la respuesta Hall en grafeno irra-
diado.
En el caso del sistema irradiado las excitaciones producto de la perturbacio´n se en-
cuentran presentes en todas las zonas de degeneracio´n en el espectro de cuasi-energ´ıas,
es decir, en todos aquellos kn =
nΩ
2vf
con n = 0, 1, 2, etc. Una magnitud de relevancia a
tener en cuenta en el ca´lculo de las propiedades de transporte con este formalismo es
la ocupacio´n en las bandas de Floquet | 〈ψk(t) |φαk(t)〉 |2, donde ψk(t) es la funcio´n de
onda evolucionada a trave´s del ca´lculo completo del propagador y φαk(t) es la funcio´n
de onda de Floquet asociada a la band α. Esta ocupacio´n se modifica en forma no
trivial a lo largo de la evolucio´n. Si se proyectan las poblaciones en el esquema de zona
reducida en distintos tiempos de un pulso gaussiano se obtienen resultados como el
observado en la Fig. 4.4.
Figura 4.4: Espectro de Floquet en la zona reducida y probabilidades de ocupacio´n en dis-
tintos tiempos a lo largo de un pulso gaussiano con polarizacio´n circular. Las probabilidades de
ocupacio´n en las bandas de Floquet se indican en c´ırculos cuya a´rea es proporcional a las mismas.
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Las probabilidades de ocupacio´n en las bandas de Floquet se indican con c´ırcu-
los cuyo a´rea es proporcional a las mismas. En los estados k lejanos a los puntos de
degeneracio´n se observa un seguimiento cuasi-adiaba´tico del estado de Floquet, a di-
ferencia de los efectos de tunneling existentes en los cruces de bandas. Al finalizar el
pulso (tiempo tc) se observa que quedan todav´ıa excitaciones par electro´n-hueco. E´stas
dejar´ıan de estar presentes si se incluyeran procesos de relajacio´n en la dina´mica de la
funcio´n de onda y si el tiempo de relajacio´n fuera suficientemente corto. Un encendido
de tipo gaussiano reduce la anisotrop´ıa existente en el caso de encendidos completa-
mente su´bitos, como el esquematizado en la Fig. 4.5. Esto se debe a que el campo
electromagne´tico en este u´ltimo caso se encuentra en una direccio´n preferencial en el
momento en que se genera la perturbacio´n, rompiendo la simetr´ıa k → −k. En el caso
de un pulso con dependencia funcional anal´ıtica suave como una gaussiana este efecto
se reduce, siendo formalmente equivalente a promediar en el tiempo t0 de encendido
o en la fase inicial del campo electromagne´tico. Se opta en lo que sigue del trabajo
mantener este u´ltimo tipo de pulso como perturbacio´n, ya que si bien un encendido
su´bito es ma´s accesible desde el punto de vista anal´ıtico, se encuentra ma´s alejado de
un posible correlato experimental.
Figura 4.5: Espectro de Floquet en la zona reducida y probabilidades de ocupacio´n en dis-
tintos tiempos a lo largo de un pulso cuadrado con polarizacio´n circular. Las probabilidades de
ocupacio´n en las bandas de Floquet se indican en c´ırculos cuya a´rea es proporcional a las mismas.
Las excitaciones generadas se ven reflejadas en la dependencia de la correlacio´n
corriente-corriente para los distintos cuasi-impulsos cristalinos a lo largo del tiempo
σkxy(t), es decir el kernel de la integral en la zona de Brillouin de la Ec. (4.17). En las
Fig. 4.6 y 4.7 se muestra esa correlacio´n con valores normalizados a la unidad para
polarizacio´n lineal a lo largo del eje xˆ y circular, respectivamente. El potencial qu´ımico
se encuentra en el punto de Dirac, es decir, εF = 0.
Previo a la llegada del pulso el sistema se encuentra en la fase topolo´gicamente
trivial, producie´ndose la anulacio´n de la σxy al integrar angularmente en la zona de
Brillouin debido a la simetr´ıa cuadrupolar de la correlacio´n. La misma se debe al
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te´rmino proporcional al tiempo de la Ec. (4.23), que involucra derivadas cruzadas de la
relacio´n de dispersio´n, traducie´ndose en esta dependencia angular donde σkxy(−∞) ∝
cos(θk) sin(θk).
Notar que en el caso de luz linearmente polarizada (Fig. 4.6), donde no se genera
un gap efectivo en el espectro de cuasi-energ´ıas, se ven claramente las cancelaciones
debido a signos opuestos en las correlaciones. El resultado de integrar en toda la zona
en este caso es nulo para todo tiempo. Este efecto es debido a que la polarizacio´n lineal
no viola la simetr´ıa de inversio´n temporal T y por tanto la conductancia transversal
se mantiene nula, au´n en presencia del pulso.
Figura 4.6: Correlacio´n corriente-corriente para los distintos cuasi-impulsos cristalinos σkxy(t)
bajo radiacio´n con polarizacio´n lineal para distintos tiempos: (a) anterior a la llegada del pulso,
(b) en el tiempo medio de la gaussiana y (c) posterior al pulso.
Figura 4.7: Correlacio´n corriente-corriente para los distintos cuasi-impulsos cristalinos σkxy(t)
bajo radiacio´n con polarizacio´n circular para distintos tiempos: (a) anterior a la llegada del pulso,
(b) en el tiempo medio de la gaussiana y (c) posterior al pulso.
Por otro lado, en el caso de la luz circularmente polarizada (Fig. 4.7), se espera
que el resultado de la integracio´n de las correlaciones alrededor de los puntos de Dirac
sea no nulo, debido a la ruptura de simetr´ıa de inversio´n temporal. Se observa que las
contribuciones ma´s relevantes son aquellas provientes de todos los estados k cercanos
a los anticruces en el espectro de cuasi-energ´ıas de Floquet.
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Con el fin de analizar separadamenente cada contribucio´n, se calculo´ la conducti-
vidad Hall dina´mica integrando la respuesta en un rango de estados k alrededor de
los distintos anti-cruces en el espectro de Floquet. En las Figs. 4.8 y 4.9 se muestran
dichas respuestas para el caso de un pulso gaussiano centrado en 200 fs con un ancho
temporal de σ = 50 fs, una intensidad ma´xima de radiacio´n de evfA0 = 140 meV y
energ´ıas del foto´n incidente de ~Ω = 400 meV y ~Ω = 800 meV, respectivamente. El
potencial qu´ımico se encuentra en ambos casos en εF = 0.
Figura 4.8: Respuesta temporal de la conductividad Hall del valle K integrada proveniente de
cada uno de los anti-crossings con su correspondiente media: (a) Punto de Dirac k = 0, (b) Gap
dina´mico k = k0 = Ω/2vf , (c) k = 2k0 y (d) k = 3k0. El potencial qu´ımico fue fijado en 0 eV. Se
utilizo´ en este caso un pulso gaussiano centrado en 200 fs con un ancho de σ = 50 fs, siendo la
energ´ıa del foto´n incidente de ~Ω = 400 meV.
La sen˜al presente un fuerte cara´cter oscilatorio con una frecuencia predominante de
2Ω. En cada caso se muestra la dependencia oscilatoria de la sen˜al de baja frecuencia
al filtrar la frecuencia ra´pida. Esta u´ltima poseee oscilaciones asociadas a los gaps
generados en el espectro de cuasi-energ´ıas de Floquet. En efecto, en las Figs. 4.8(a) y
4.9(a) la misma se encuentra en correspondencia con un te´rmino de masa inversamente
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Figura 4.9: Respuesta temporal de la conductividad Hall del valle K integrada proveniente de
cada uno de los anti-crossings con su correspondiente media: (a) Punto de Dirac k = 0, (b) Gap
dina´mico k = k0 = Ω/2vf , (c) k = 2k0 y (d) k = 3k0. El potencial qu´ımico fue fijado en 0 eV. Se
utilizo´ en este caso un pulso gaussiano centrado en 200 fs con un ancho de σ = 50 fs, siendo la
energ´ıa del foto´n incidente de ~Ω = 800 meV.
proporcional a la frecuencia del foto´n incidente y cuadra´tico con la amplitud de la
radiacio´n: (evfA0)
2/~Ω. En las Figs. 4.8(b) y 4.9(b) se puede observar la contribucio´n
del gap dina´mico existente en el borde de zona (~Ω/2), con una oscilacio´n caracter´ıstica
asociada a un gap lineal con la intensidad ma´xima de la radiacio´n evfA0. A medida
que Ω aumenta, la aproximacio´n hecha para el ca´lculo de esta brecha es ma´s adecuada,
ya que se alcanza un l´ımite de acoplamiento de´bil donde el para´metro η =
evfA0
~Ω → 0.
Por otro lado, se observa que las contribuciones al valor medio de la sen˜al prove-
nientes del resto de los gaps (Figs. 4.8(c,d) y 4.9(c,d)) se hacen cada vez menores. Este
comportamiento se condice con el hecho de que el peso de la funcio´n de onda en las
re´plicas involucradas en la generacio´n de dichas brechas en el espectro sea cada vez
menor al aumentar la frecuencia de excitacio´n. Notablemente, la media de la respues-
ta Hall no se encuentra determinada u´nicamente por los estados cercanos al nivel de
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Fermi, es decir, los puntos k cercanos a los valles de Dirac. E´ste ser´ıa el caso si las fun-
ciones de onda pudieran seguir adiaba´ticamente a los estados de Floquet. La presencia
de excitaciones par electro´n-hueco en el resto de los gaps dina´micos invalida esta idea.
4.7.1. Respuesta Hall en los puntos de Dirac con εF = 0.
El caso particular de la degeneracio´n en los valles K y K′ el formalismo de dos
tiempos que se introdujo en el Cap. 2 es ido´neo para el ca´lculo de la respuesta dina´mica
en valor medio. De hecho, estas son las u´nicas degeneraciones en donde la evolucio´n de
los estados de Floquet no posee naturalmente te´rminos oscilatorios, ya que el gap es
generado entre dos estados pertenecientes a la re´plica con nu´mero de fotones n = 0. En
efecto, en la Ec. (2.42) se introdujo un propagador del tiempo lento Ueff(τ,−∞) para
simular la evolucio´n unitaria de estos estados. Por otro lado, la ocupacio´n de los estados
involucrados para A(−∞) = 0, es decir antes del encendido de la perturbacio´n, coincide
con la del estado fundamental de Floquet asociado a la cuasi-energ´ıa negativa, como se
puede ver en la Fig. 4.4(a). Si la energ´ıa de excitacio´n de los fotones incidentes se elige
de forma tal que ~Ω > W , siendo W el ancho de banda caracter´ıstico del material, e´sta
es la u´nica degeneracio´n que producira´ contribuciones a la conductancia transversal. El
valor obtenido para un encendido su´bito de radiacio´n con amplitud A0 en este u´ltimo
caso estara´ dado por la Ec. (4.64), donde se debe tomar ∆f = ∆
ξ














En la referencia [12] se muestra, en el caso de un encendido su´bito, un valor asinto´tico
de la respuesta media en funcio´n de la frecuencia de radiacio´n Ω. Se encuentra que para
frecuencias del foto´n cada vez mayores la misma se acerca al valor obtenido en la Ec.
(4.69). El modelo sencillo expuesto en esta tesis es consistente con dichos resultados.
Recientemente se ha estudiado la posibilidad de obtener una ocupacio´n adiaba´tica
de los estados de borde topolo´gicos generados en estos valles al irradiar nano-cintas de
grafeno [45], encontrando que el l´ımite de ocupacio´n ideal no es posible de alcanzar. Sin
embargo, esto no impide que para encendidos suficientemente adiaba´ticos, la ocupacio´n
final luego de la evolucio´n se acerque al estado fundamental de Floquet, difiriendo del
mismo debido a las contribuciones infrarrojas cercanas a los puntos de degeneracio´n.
Si se utilizan las funciones de onda de la Ec. (2.43) obtenidas a trave´s de la trans-
formacio´n cano´nica del Hamiltoniano depediente del tiempo para el ca´lculo de las








〈kα | Ck(t, t′) |kα〉W(t′)dt′, (4.70)
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donde se usa como notacio´n que los operadores Oeff(t) = Ueff(t0, t)OUeff(t, t0), es de-
cir, se encuentran en la representacio´n de interaccio´n generalizada con el operador de
evolucio´n efectivo definido en la Ec. (2.42).
Es posible mostrar que debido al hecho de que la perturbacio´n efectiva se encuen-
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sobre los espinores de Dirac, haciendo que los mismos sean autoestados del operador
σx. La misma transformacio´n se debe aplicar tanto a los operadores evolucio´n como a
los operadores corriente. En particular, el hamiltoniano efectivo adquiere la forma







y por tanto el correspondiente operador evolucio´n es en esta base independiente del
a´ngulo θk. Por otro lado, u´nicamente las matrices de Pauli σx,y se encuentran alteradas
por la rotacio´n:
σ˜x(θk) = cos(θk)σx + sin(θk)σy (4.74)
σ˜y(θk) = − sin(θk)σx + cos(θk)σy.








∣∣R†(θk)[σeffz (t), R(θk)σeffx,y(t′)R†(θk)]R(θk) ∣∣kα〉 dθk (4.75)
se anulan. Los te´rminos con contribuciones no nulas de la Ec. (4.71) se pueden escribir
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−η2(t′) sin(2Ωt′)[σeffx (t), σeffx (t′)]− η2(t) sin(2Ωt)[σeffy (t), σeffy (t′)]+
4η(t)η(t′) sin(Ωt′) cos(Ωt)[σeffz (t), σ
eff
z (t
′)] + te´rminos no contribuyentes.
(4.76)
De esta u´ltima expresio´n es posible notar que al realizar la integral de la Ec. (4.70)
so´lo sobrevivira´n oscilaciones con 2Ω en el resultado final. La sen˜al con esta frecuencia
ra´pida filtrada es factible de calcular mediante las corrientes expresadas en la repre-
sentacio´n de interaccio´n con la evolucio´n efectiva de un te´rmino de masa, es decir, la











En la Fig. 4.10(a) se muestra la concordancia entre ambos resultados (la oscilacio´n de
baja frecuencia del ca´lculo nume´rico total y la aproximacio´n efectiva del encendido de
masa) para un pulso gaussiano con 50 fs de ancho mitad. La ventana de integracio´n
tomada para extraer la respuesta es entre estados k = [0, k0
2
]. En la Fig. 4.10(b) se utilizo´
una frecuencia mayor y un pulso cuya envolvente satura. En este caso se puede observar
con claridad la oscilacio´n de la media con un per´ıodo caracter´ıstico determinado por el




Figura 4.10: (a) Contribucio´n a la conductividad Hall de los estados alrededor del valle K
~Ω = 400 meV junto con su valor medio, la l´ınea con puntos se corresponde al ca´lculo de la
media con un te´rmino de masa efectivo. (b) Contribucio´n a la conductividad Hall de los estados
alrededor del valle K ~Ω = 800 meV junto con su valor medio.
La media de la respuesta total, extrayendo las oscilaciones caracacter´ısticas del
tiempo lento asociadas a las cuasi-energ´ıas del espectro de Floquet, depende fuerte-
mente del tipo de pulso elegido y de la energ´ıa del foto´n incidente. En efecto, pulsos
con misma energ´ıa pico evfA0 y ancho mitad cada vez mayores se corresponden con
resultados ma´s cercanos al l´ımite adiaba´tico. Asimismo, energ´ıas ~Ω mayores no so´lo
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contribuyen a disminuir el peso en la funcio´n de onda de estados en re´plicas de orden
superior sino tambie´n a generar mayores gaps efectivos en el borde de zona. Este u´lti-
mo efecto reducir´ıa en principio las contribuciones provenientes del gap dina´mico para
εF = 0, ya que de la Ec. (2.12) los efectos de tunneling son inversamente proporcionales
a εβ(τ)− εα(τ) = ~Ω− evfA(τ) a primer orden en la perturbacio´n.
Figura 4.11: Contribucio´n a la media de la conductividad Hall de los estados alrededor del
gap dina´mico k = k0 =
Ω
2vf
(a) y alrededor del punto de Dirac (b) en el valle K para εF = 0
con una energ´ıa del foto´n incidente de ~Ω = 800 meV. La envolvente utilizada para el pulso es
gaussiana con un ancho mitad de 100 fs
En la Fig. 4.11 se muestran las oscilaciones de la conductividad Hall provenientes
del gap dina´mico y del punto de Dirac en el valle K y con el potencial qu´ımico fijado
en εF = 0 filtrando previamente las oscilaciones del tiempo ra´pido. En este caso se
utilizo´ una envolvente gaussiana con desviacio´n σ = 100 fs. No´tese que la respuesta
proveniente del gap dina´mico [4.11(a)] se mantiene con una media cercana a cero para
tiempos suficientemente cortos, donde A˙(τ) ≈ 0, pero a tiempos mayores comienza a
tener una contribucio´n finita. Por otro lado, la respuesta del punto de Dirac [4.11(b)]
se acerca a su valor adiaba´tico ' Ck=0 = 12 . Es importante notar el cambio de signo en
el valor medio de la respuesta oscilatoria en ambos gaps, debido a la velocidad opuesta
de los estados quirales de borde en los mismos. Efectivamente, para pulsos menos
adiaba´ticos las contribuciones del gap resonante en k0 se hacen relevantes, llegando a
obtener durante el pulso una media como respuesta total que no so´lo difiere del valor
asociado al punto de Dirac sino que tambie´n posee otro signo.




Si el potencial qu´ımico se fija en εF = −~Ω2 se esperar´ıa obtener en el l´ımite adiaba´ti-
co total una respuesta en cada valle cuya media se acerque al resultado de la Ec. (2.27),
es decir, al nu´mero de estados de borde en cada cono Ck0 = −1. En la Fig. 4.12 se
muestran los resultados de la contribucio´n a la conductividad Hall proveniente de este
gap cuando el potencial qu´ımico se encuentra en el borde de la primera zona de Floquet
para dos tipos de pulsos. Es posible observar que la respuesta obtenida tanto con un
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Figura 4.12: Contribucio´n a la conductividad Hall de los estados alrededor del gap dina´mico
k = k0 =
Ω
2vf
en el valle K para εF = −~Ω2 con una energ´ıa del foto´n incidente de ~Ω = 800 meV
junto con su valor medio. En ambos casos se indica la contribucio´n al Chern proveniente de estos
gaps del ca´culo anal´ıtico Ck0 = −1. En el panel (a) la envolvente del pulso utilizado es gaussiana
con un ancho mitad de 100 fs y una energ´ıa pico de evfA0 = 140 meV y en el panel (b) se elige
un envolvente que satura a este mismo valor de energ´ıa con una velocidad de encendido.
pulso gaussiano [Fig. 4.12(a)] como con un pulso cuya envolvente satura [Fig. 4.22(b)]
posee una frecuencia de oscilacio´n caracter´ıstica del gap de Floquet evfA0 con una me-
dia muy cercana al invariante topolo´gico asociado a esta regio´n del espectro. El hecho
de que la oscilacio´n correspondiente al tiempo lento se encuentre en concordancia con
el gap de Floquet es posible de entender a trave´s del formalismo de dos tiempos. La
funcio´n de onda se encuentra en una superposicio´n de los autoestados instanta´neos del
operador de Floquet y por tanto la respuesta oscila con la diferencia de fases dina´micas
de los mismos.
El valor medio del resultado se condice con lo obtenido en la referencia [29], donde
se estudio´ la respuesta Hall en grafeno con una configuracio´n multi-terminal en el caso
estacionario y utilizando el formalismo de scattering de Floquet. La respuesta del gap
de Dirac y del gap dina´mico posee una diferencia de signo debido a que los estados
quirales de borde poseen velocidades opuestas en ambos. Modificando la quiralidad de
la radiacio´n el signo de la conductividad Hall se invierte.
Si se quisiera realizar un procedimiento ana´logo al del gap del valle de Dirac para
comprender la dina´mica del tiempo lento en un subespacio reducido de re´plicas se
deber´ıan utilizar las funciones de onda de la Ec. (2.26) como aquellas que resulten
de una evolucio´n adiaba´tica de los estados originales. Sin embargo, las mismas no
son autoestados del operador de Floquet original, sino de un operador modificado. En
efecto, mantener u´nicamente los modos que difieren en |∆n| = 1 en los autoestados de
Floquet para una amplitud de radiacio´n constante A0 equivale a pedir que
(H˜k(t)− i~∂t) |ψk±(t)〉 = ε˜k± |ψk±(t)〉
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donde |ψk±(t)〉 son las funciones de onda aproximadas de la Ec. (2.26) y ε˜k± las cuasi-
energ´ıas en el mismo orden [Ec. (2.25)]. El hamiltoniano modificado H˜k(t) es aquel que
descompuesto en la base de modos y escrito en la base que diagonaliza el hamiltoniano







. . . ~vfk 0 0 0 . . .
. . . 0 −~vfk − e vf A02 e−iθk 0 . . .
. . . 0 − e vf A0
2
eiθk ~vfk − ~Ω 0 . . .









Notablemente, el ca´lculo nu´merico de la conductividad Hall con una evolucio´n de
los estados alrededor de k0 descripta por H˜k(t) (utilizando una forma funcional no
trivial para el pulso de excitacio´n A0 → A(t)) posee una media nula para todo tiempo,
no condicie´ndose con los resultados del ca´lculo completo. Sin embargo, sabemos que
la contribucio´n a la curvatura de Berry proveniente de estos gaps se encuentra bien
descripta por esta aproximacio´n [ver Ec. (2.27)] y la misma es la que entra en juego
para definir la media de la respuesta, al menos en el caso de un encedido su´bito [ver Ec.
(4.51)]. Esta aparente contradiccio´n surge de la no correspondencia entre los operadores
corriente asociados al hamiltoniano original − e~∇H0(k, t) con aquellos que provienen
del hamiltoniano modificado − e~∇H˜k(t). En efecto, la relacio´n existente entre la cur-
vatura de Berry (que involucra gradientes de las funciones de onda de Floquet) y las
corrientes electro´nicas so´lo es va´lida si la funcio´n de onda aproximada verifica la Ec.
(4.41) con εkγ → ε˜kγ y la Ec.(4.42) con ∇kH0(k) = ∇kH˜k(t). El u´nico gap del espectro
de Floquet aproximado al orden ma´s bajo no trivial con un hamiltoniano efectivo que
verifica estas condiciones es el del valle de Dirac. En el resto de los gaps dina´micos, si
bien estas aproximaciones en subespacios restringidos son buenas para describir tanto
el espectro de Floquet como las contribuciones al nu´mero de Chern, las correlaciones
corriente-corriente que entran en juego para la determinacio´n de la conductancia Hall
no se encuentran bien descriptas, siendo necesario incluir una mayor cantidad de modos
en la evolucio´n temporal determinada por la Ec. (2.16).
Cap´ıtulo 5
Conclusiones
En el trabajo expuesto en esta tesis se simularon experimentos de pump & probe en
sistemas de tipo grafeno. Los mismos presentan propiedades topolo´gicas de intere´s al
ser irradiados con luz circularmente polarizada, como ser la aparicio´n de gaps dina´mi-
cos en su espectro de cuasi-energ´ıas y una curvatura de Berry no nula. La ruptura de
simetr´ıa de inversio´n temporal, que en ciertos casos conlleva la aparicio´n de propie-
dades topolo´gicas no triviales, fue estudiada a trave´s de simulaciones de fotoemisio´n
resuelta en tiempo (tr-ARPES) (Cap. 3) y ca´lculos de conductividad Hall utilizando el
formalismo de respuesta lineal (Cap. 4).
A trave´s de las simulaciones de fotoemisio´n se encontro´ que la estructura de bandas
que revelan los espectros se corresponde con fidelidad a la relacio´n de dispersio´n de
cuasi-energ´ıas de Floquet, caracter´ıstica de sistemas irradiados en forma estacionaria,
incluso en las escalas temporales caracter´ısticas de pulsos gaussianos. Por otro lado, se
calcularon y tuvieron en consideracio´n los elementos de matriz que brindan las reglas
de seleccio´n del acoplamiento del sistema electro´nico con la radiacio´n. Se encontro´ que
la distribucio´n angular de intensidades, producto de estos u´ltimos, revela informacio´n
acerca de las fases de las funciones de onda de Bloch. Se estudiaron adema´s sistemas
donde existe previamente una ruptura de simetr´ıa de inversio´n, como el de una red
hexagonal con diferentes energ´ıas de sitio en sus subredes (hamiltoniano de Dirac con
te´rmino de masa) o una bicapa de grafeno sometida a una diferencia de potencial
externo, donde existe una transicio´n de fase topolo´gica al superar un cierto valor cr´ıtico
del campo de excitacio´n. Se pudo comprobar que existe la posibilidad de sensar este
estado no trivial y la transicio´n midiendo u´nicamente las propiedades de volumen a
trave´s de este tipo de mediciones espectrosco´picas en escalas temporales de ∼fs. La
inversio´n de la textura de pseudo-esp´ın en ciertos cuasi-impulsos de la primera zona
de Brillouin es factible de detectar utilizando pulsos de sondeo que permitan generar




Por otro lado, los ca´lculos de la respueta Hall en sistemas sometidos a perturba-
ciones externas dependientes del tiempo muestran que la conductancia es no trivial al
romper la simetr´ıa de inversio´n temporal en forma dina´mica utilizando pulsos la´ser con
polarizacio´n circular. Se encontro´ una respuesta fuertemente oscilatoria, con compo-
nentes de Fourier que reflejan la estructura de gaps asociados a las bandas de Floquet,
caracter´ısticos de una perturbacio´n estacionaria. Sin embargo, el valor medio de la
respuesta oscilatoria no se encuentra cuantizado, ya que depende fuertemente de las
poblaciones finales de los estados y por ende del tipo de encendido. La topolog´ıa del
hamiltoniano instanta´neo se puede manifestar en la respuesta de bulk fuera del equili-
brio, existiendo ciertos casos l´ımites donde la media de la respuesta Hall se acerca a los
invariantes topolo´gicos (nu´meros de Chern) calculados en forma estacionaria a partir
de las bandas de Floquet. Se analizo´ en particular el modelo de un encendido de masa
en el hamiltoniano de Dirac. A trave´s del mismo y de un formalismo de dos tiempos se
logro´ describir con fidelidad la dina´mica lenta de la funcio´n de onda alrededor de estas
degeneraciones y por ende de la σxy(τ) en el sistema irradiado. En el caso del grafeno
dopado de forma tal de hacer coincidir el potencial qu´ımico con el gap dina´mico de
Floquet en el borde de zona (εF = −~Ω/2) se encontro´ una buena concordancia con
la contribucio´n al Chern proveniente de los estados de borde generados en estos gaps.
Se comprende que a pesar de que el nu´mero de Chern se mantiene robusto ante la
evolucio´n unitaria de los estados de Bloch, la conductividad Hall brinda informacio´n
relevante para la caracterizacio´n de la topolog´ıa, ya que la misma no esta´ relacionada
directamente a esta magnitud.
Naturalmente, queda como trabajo futuro extender este estudio a sistemas con
interacciones que den lugar a una vida media finita de las excitaciones y el ca´lculo de
las respuestas dina´micas introduciendo mecanismos de relajacio´n en la evolucio´n de los
estados de Bloch. Se espera que la consideracio´n de efectos de disipacio´n estabilice el
valor medio de la respuesta Hall. Queda pendiente tambie´n analizar estos problemas
en presencia de campos magne´ticos considerablemente grandes. Sera´ parte del estudio
analizar si es posible mediante estas te´cnicas pulsadas obtener informacio´n sobre la
modificacio´n de los niveles de Landau en estos sistemas.
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Photo-electrons unveil topological 
transitions in graphene-like systems
Lucila Peralta Gavensky1, Gonzalo Usaj1,2 & C. A. Balseiro1,2
The topological structure of the wavefunctions of particles in periodic potentials is characterized by the 
Berry curvature Ωkn whose integral on the Brillouin zone is a topological invariant known as the Chern 
number. The bulk-boundary correspondence states that these numbers define the number of edge or 
surface topologically protected states. It is then of primary interest to find experimental techniques 
able to measure the Berry curvature. However, up to now, there are no spectroscopic experiments that 
proved to be capable to obtain information on Ωkn to distinguish different topological structures of the 
bulk wavefunctions of semiconducting materials. Based on experimental results of the dipolar matrix 
elements for graphene, here we show that ARPES experiments with the appropriate x-ray energies and 
polarization can unambiguously detect changes of the Chern numbers in dynamically driven graphene 
and graphene-like materials opening new routes towards the experimental study of topological 
properties of condensed matter systems.
Topology plays a central role in defining the structure of the ground state of condensed matter systems, the nature 
of the excitations and their response to external probes1–4. For particles in periodic potentials, like electrons in 
solids, cold atoms systems or photonic crystals, the topology of the Bloch wavefunctions is related to the geomet-
ric or Berry phase acquired by the particle as it moves along a closed path in reciprocal space5. Within a given 
energy band, these phases are characterized by the Berry curvature (Ωkn) whose integral over the Brillouin zone 
(BZ) is a topological invariant, the Chern number.
According to the bulk-boundary correspondence principle, the Chern numbers determine the unbalance in 
the number of chiral edge (or surface) states1. Experimentally, it has been easier to study the effects of a non-trivial 
topology, i.e. the emergence of such chiral edge states, rather than its origin: the structure of the Bloch wavefunc-
tions across the whole BZ. In fact, transport and spectroscopic experiments provide direct evidence on the exist-
ence of the edge states6–9. Extracting information on Ωkn and its integral in the BZ as a measure of topology in 
condensed matter systems has been more elusive.
Since it is Ωkn what encodes all the information on topology and non-local effects it is natural to look for 
ways of obtaining direct information about this quantity—even in systems with trivial topology Ωkn is associated 
with anomalous velocities5,10,11 and may lead to non-local conductances and unconventional (valley) Hall effects. 
Ultra-cold atoms in optical lattices offer a unique playground for the study of topological band structures12 and 
during the last years a number of experiments focused on the study of different structures, including hexagonal 
lattices with bosonic and fermionic atoms. In particular, recent experiments were able to obtain a complete tomo-
graphic image of the Berry curvature of a Bloch band13. No such experiments, that require a fast switching off of 
the confining (lattice) potentials, are possible in solids.
The question then arises as to what experiments could give direct information on the topological structure of 
the Bloch wavefunctions in condensed matter systems. The high resolution angle resolved photoemission spec-
troscopy (ARPES) has proven to be a powerful tool to measure the dispersion relation of low energy bands7, the 
band structure of dynamically driven systems (Floquet spectrum)14,15, quasiparticle lifetimes and even the chiral 
nature of the electronic states in graphene systems16. In the latter case, ARPES experiments show that the intensity 
patterns have an angular dependence that give direct information of the Berry’s phase. This is due to the fact that 
graphene’s wavefunctions are spinors corresponding to the pseudo-spin associated with the two sublattices of the 
hexagonal structure. Then, close to the Dirac points, the pseudo-spin is parallel to the crystal momentum leading 
to a nontrivial Berry phase of π. Similar results are obtained in bilayer graphene where the winding angle is 2π. 
However, neither the band structure nor the Berry phase around the Dirac cones provide enough information to 
fully characterize the topological structure of the bands.
1Centro Atómico Bariloche and Instituto Balseiro, Comisión Nacional de Energa Atómica, 8400 Bariloche, Argentina. 
2Consejo Nacional de Investigaciones Cientficas y Técnicas (CONICET), Argentina. Correspondence and requests for 
materials should be addressed to C.A.B. (email: balseiro@cab.cnea.gov.ar)
received: 06 June 2016
accepted: 12 October 2016
Published: 11 November 2016
OPEN
Agradecimientos
Quiero agradecer en primer lugar a Carlos, quien no so´lo me introdujo al maravilloso
mundo de la materia condensada como profesor sino tambie´n me ha guiado a lo largo de
este comienzo con entusiasmo y dedicacio´n. He aprendido tanto enfrentada a pizarrones
con tiza en mano con su pasio´n contagiosa por la f´ısica como de su excelente calidad
de persona.
A Gonzalo, quien siempre estuvo presente para tenderme una mano y del cual
aprend´ı tanta f´ısica. Las charlas y discusiones que hemos mantenido a lo largo de este
an˜o han sido de gran ayuda para enriquecer este trabajo.
A mis compan˜eros de la carrera: Mati, Timo, Mart´ın, Ariel, Leo, Javi, Franco,
Tucho, Johann, Arturo y Lucas, quienes siempre me han hecho sentir parte, me han
ayudado a seguir adelante y a confiar un poco ma´s en mı´ misma. Por sobre todas las
cosas su amistad es para mı´ uno de los ma´s valiosos estandartes de esta aventura.
A Alex Fainstein, quien estuvo all´ı cuando necesite´ superar mis propios miedos y
desconciertos al comenzar este camino, sin e´l no hubiera podido llegar a esta instancia.
Agradecer no es suficiente en cuanto se trata de mi familia, mis compinches, mis
siempre aliados en esta vida que en la distancia me han apoyado a lo largo de esta
breve pero intensa carrera. Gracias a mi madre, Lilia, con su personalidad fuerte y a
la vez emotiva, que me ha ensen˜ado sin siquiera propone´rselo que las mujeres tenemos
una voz - que decid´ı reflejar en las citas incluidas en los cap´ıtulos de este trabajo - a
pesar de que a veces nos la quieran quitar. Su voz y su risa son y sera´n siempre para
mı´ las ma´s valiosas. Mi padre, Daniel, un son˜ador innato que me llevo´ a recorrer en mi
infancia estos pagos suren˜os en casa rodante.. quie´n sabe, quiza´s por eso decid´ı volver
para seguir cumpliendo anhelos. Gracias viejo, for all that jazz.
A mi hermana Marina, mi maestra de la nin˜ez, compan˜era de vivencias a quien le
tengo un carin˜o infinito. A mis hermanos Noel y Ramiro, con sus familias tan hermosas,
que siempre me han apoyado y abierto las puertas. A los abuelos que ya no esta´n ma´s,
Juan Jose´ y Elda, que me ensen˜aron ya de pequen˜a que los libros y el arte ennoblecen
el esp´ıritu.
80
